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イメージ：最適施設計画
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歩行者
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バスベイ

自転車
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駅

駐輪バス

バス

制御変数
：入口位置，リンク，施設位置
効用関数(状態変数)
：交通量，移動距離，交差部
制約条件
：リンク距離，施設数



最適化問題といえば：線形計画問題
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min� ∑ ����	�
�
subject to 

�
�� = �
 , � = 1, … , �
�� ≥ 0, � = 1, … �

線形計画問題の等式標準形

(線形の目的関数)

(線形の等式制約)

(非負制約)

最適化の変数
定ベクトル
定数

�� ∈ �
�
 ∈ �	
�
 , �� ∈ �

線形の不等式制約は，非負のスラック変数の導入により，等式標準形に変換可能

�
�� ≤ �
  ⇔ �
�� +  
 = �
 ,  
 ≥ 0



双対問題

7

min� !" �
subject to 

#� = $
� ≥ 0

線形計画問題の等式標準形
(ベクトル表記)

主問題（P）

max' $" '
subject to 

#(' ≤ !

線形計画問題の等式標準形
(ベクトル表記)

双対問題（D）
等価な変換



主問題・双対問題の変形
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max' $" ' subject to #(' + ) = !, ) ≥ *
スラック変数を導入



双対定理
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主問題（P）,双対問題（D）の実行可能領域を次とおく

+, = {� ∈ �	|#� = $, � ≥ *}
+0 = {' ∈ �1|#�' ≤ !}

弱双対定理：
（P)の任意の実行可能解xと（D)の任意の実行可能解yに対して，

!�� ≥ $�'
が成り立つ．

(証明)
� ∈ +,, ' ∈ +0ならば

� � �

(P)の制約条件

(D)の制約条件

(D)の目的関数 ≤ (P)の目的関数



相補性定理
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強双対定理：

主問題と双対問題がともに実行可能解をもつことと，両者に最適解が存在して
最適値が一致することとは，同値である

相補性定理：

主問題の実行可能解xと双対問題の実行可能解yがそれぞれの問題の最適解
であるための必要十分条件は，次が成立することである．

��(! − 4�5)� = 0, � = 1, … , �

(証明)
(P)と(D)の目的関数の差は，

!�� − $�' = !�� − #� �' = �� (! − #�')
と書ける． � ≥ 0および! − #(' ≥ *より，目的関数の差が0となるためには，

全ての要素について，0となることが必要である．



最適性条件

11

min� !" �
subject to #� = $, � ≥ 0

双対問題（D）
※スラック変数を導入

主問題（P）

max' $" '
subject to #(' + ) = !, ) ≥ *

と相補性条件より，
xとyが主問題と双対問題の最適解であるための必要十分条件は，次となる．

#� = $, 
#(' + ) = !,

�� � = 0, � = 1, … �,
� ≥ *, ) ≥ *

(⇔ �() = *)

これを最適性条件と呼ぶ．



解ける問題にする：半正定値計画問題
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線形計画問題： 目的関数・制約ともに1次関数である最適化問題

半正定値計画問題： 目的関数・制約がとも凸である最適化問題(の代表格)

⇒複雑で非線形の制約を表現でき，求解可能であるため，
応用範囲が広い

線形計画と類似の双対性をもち，主双対内点法が適用可能



半正定値計画問題
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半正定値計画問題とは，
対象行列7	を変数として，その行列の半正定値性の制約と線形の等式制約の
下で線形の目的関数を最小化するような最適化問題

なお，n次の対称行列U, V ∈ 7	の内積を次で定義する．

: · < = => :�< = ? ? :
�<
�
	

�
�

	



�

（半正定値計画問題の等式標準形）
  min@∈AB C · D

 E��F�= =G 4
 · D = �
 � = 1, … , � ,
D ≽ I.

（定行列 4
 , C ∈ 7	, 定数 �
）

線形
線形
半正定値制約（非線形）

半正定値対称行列7K	と定義する．また，この集合は凸集合である．
7K	 = {D ∈ 7	|D ≽ I}



（参考）半正定値対称行列の性質
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半正定値対称行列Uは，次の4つの条件(互いに等価)を満たす

1.   : ≽ I
2.   :の全ての固有値が非負である
3.   :の任意の主小行列式が非負である
4.   : = <<�かつrank : = >��Q <を満たす行列<が存在する

固有値λ： det 4 − UV = 0 の方程式の解

主小行列：n次正方行列から同じ番号の行と列を取り出し，
その交差する成分を並べた正方行列のこと

⇒主小行列
��� ��W
�W� �WW



（参考）半正定値計画問題の双対問題
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（双対問題）
  max'∈XY ∑ �
5
1

�

 E��F�= =G ? 5
4

1



�
+ 7 = C,

7 ≽ I.
最適化の変数 ' ∈ �1, 7 ∈ 71

線形

線形

半正定値制約（非線形）

• 主問題と双対問題の形式が一致するという性質をもつ
• 比較的緩い仮定の下で，主問題と双対問題の最適値が一致するという性質を持つ

(線形計画，半正定値計画，2次錐計画に共通)

• 内点法という多項式時間で大域的最適解を求める解法の裏付け

• 「解きたい最適化問題が与えられたときに，これらの解きやすい形に変形することを
試みることは，とても大事なことである」

また，双対問題の制約は実質的には次で表せる．

線形行列不等式：C − ∑ 5
4
1

� ≽ I (所謂，スラック変数なしの場合)



解くための工夫：アルゴリズム(内点法)
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・最適化問題において，制約条件に含まれる全ての不等式を等号ではなく厳密に
不等号で満たす点を(解析的な) 内点と呼ぶ

・一つの内点の近傍で，不等式制約を考慮せず，等式制約条件のみの下で目的関数を
減少させる方向を求め，あるステップサイズだけ進み，内点を更新する

・内点法は，初期内点から更新を繰り返すことにより，内点列を生成
※線形計画問題では，最適解は，内点ではなく，いくつかの不等式を等号でみたす

境界点である．そこで，内点法は最適解以外の境界に近づかないようにしながら，
最適解に近づく点列を生成する

（イメージ）

中田和秀：対称錐計画問題に対する主双対内点法

（利点）

・様々な最適化問題に適用可能
・計算量が前もって評価可能
・大規模な問題を高速に求解でき

る



主内点法（線形計画への適用）
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主問題に対して，対数障壁関数を用いて，目的関数を定義

min� !" � − Z ∑ log ��	�
�
subject to 

#� = $,
� > 0

Z(>0) に対して，一意に存在する最適解を�(Z)とおき，
Zを動かしたときの�(Z)の軌跡を中心曲線という．
中心曲線は，実行可能領域内に滑らかに枝分かれなく存在し，
Z → 0で最適解に到達する．

� ≥ 0を陽に考慮せずに，内点実行可能解を初期解とし，等式制約付き
最適化問題のZを徐々に小さくしながら，中心曲線を辿り，最適解を得る



主内点法のイメージ
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2変数の線形計画問題

不等式制約を対数障壁関数として加えた目的関数

`a
�(�)の等高線

問題の
最適解

ν=1の
最適解

中心曲線



解くための工夫２：
(博論 3章)
完全合理性を緩和した動的避難開始選択
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災害時不確実下の避難開始選択
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経験と情報の不足のため，将来状態がわからない
■ 災害時行動の前提

■ 避難＝将来リスクの回避

目的：不確実な将来状況を考慮した行動選択の記述

時刻t

場所の安全性
(ex. 海からの距離)

被災
滞在

移動
滞在

避難

将来状況を想定した避難開始の選択



滞在
活動

避難

t3
選択

アプローチ：動的離散選択の導入
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・・・
t0

避難

選択
t1

滞在
活動

避難

選択
t2
選択

期待価値関数EV

状態xk

滞在
活動

避難

t3
選択 ・・・

t1
滞在
活動

避難

選択
t2
選択

状態xk+1

滞在
活動

xk

xk

xk

xk

従来の逐次型避難開始選択モデル Fu & Wilmot (2004)

動的離散選択モデル：
将来の選択から得られる効用を想定

Bellman(1957)



従来の動的離散選択モデル
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期待価値関数EVの計算コストは非常に大きい
ーNested Fixed Point algorithm(Rust(1987))では，非線形のJ次の連立方程式を求解

期待価値関数EVは真値を用いる

EV(xk,t1) 避難

t3
選択

t0

避難

選択
t1

避難

選択
t2
選択

EV(xk,t2)
状態xk

状態xk+1

滞在
活動

滞在
活動

避難
EV(xk,t0)

xk+1
xk+1

滞在
活動

滞在
活動

EV(xk+1,t1) EV(xk+1,t2)

V< �b, cb = ? log ? exp (e ��f, cf + gV< ��f, cf )
∀ij

× lW(��f|�b , cb)
m

�
n
期待価値
関数EV

制約条件

今期の期待価値関数 次期以降の推移より算出した今期の期待価値関数
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滞在
活動

避難

t3
選択 ・・・

t0

避難

選択
t1

滞在
活動

避難

選択
t2
選択

期待価値関数EV

状態xk

滞在
活動

避難

t3
選択 ・・・

t1
滞在
活動

避難

選択
t2
選択

状態xk+1

滞在
活動

xk

xk

xk

xk

災害時に真の期待価値関数EVを持つことは困難

尤度最大化によるパラメータの算出
subject to  � t, V< = 0minu −v(t)

(3)’� V<, t, �b , cb = V< �b , cb − ? log ? exp (e ��f, cf + gV< ��f, cf )
∀ij

× lW(��f|�b , cb)
m

�
n

今期の期待価値関数 次期以降の推移より算出した今期の期待価値関数

問題２：将来効用の考え方将来効用に異質性を導入
異質性を導入した定式化

subject to  � t, V<’ ∈ Ωminu −v(t)



subject to  � t, V< ∈ Ω
非線形不等式制約付き最適化問題

状態xk+1 xk+1 xk+1

MPEC型の解法の適用
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パラメータEVを等式制約で評価 (連立方程式を解かない)

避難

t3
選択

t0

避難

選択
t1

避難

選択
t2

選択 滞在
活動

避難

パラメータθk

滞在
活動

滞在
活動

滞在
活動

Su & Judd(2012)subject to  � t, V< = 0minu,yz −v(t, V<)

EV(xk,t1) EV(xk,t2)EV(xk,t0) ＝ ＝＝

非線形等式制約付き最適化問題

異質性評価が可能となる解法＆計算性の問題も改善



求解アルゴリズム
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主問題：正確なペナルティ関数 { = t, V< , 4 = −v

逐次二次計画法(SQP)により求解する

更新: {|K� = {| + }| |

非線形制約付き最適化問題

パラメータは離散状態数＋効用関数θ
：非線形制約数が離散状態(xj,dj)の数

k: 解の更新回数 >: ペナルティパラメータ

Ωの設定

＜



SQPによる求解
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主問題：正確なペナルティ関数による解の更新

{ = t, V< , 4 = −v更新: {|K� = {| + }| |
k: 解の更新回数 >: ペナルティパラメータ

部分問題：最急降下方向の決定 元の問題のラグランジュ関数
のヘッセ行列．

2乗のメリット関数を用いて，
最急降下法により求解

解の更新

{| |
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局所収束回避の工夫
パラメータ数が多く，非線形制約を持つため，局所解が多い

局所解{|
 |

 n

−�4

} | − (1 − })�4

(1 − }) | − }�4

降下方向ベクトル |を工夫 ⇒ 複数のベクトルによる局所解からの離脱

ベクトル方向の移動距離

ペ
ナ

ル
テ

ィ
関

数
値

局所解

抜け出し 再探索

• ヒューリスティクスな探索アルゴリズム
• 探索ベクトル方向の設定に正答はない

• 線形探索の計算コストは小さいので，線形探索を
増やしたほうが，よい



解くための工夫３：
量子計算による離散最適化の試み
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背景：他者の影響をうける交通行動選択

29

広場の空間計画 ACC
道路空間再配分

交通計画・政策・制御
シェアリング
相乗り

復旧期交通の
混雑緩和

歩行者の
二次元経路選択

車線・加減速の
選択

選択
手段選択 出発時刻選択

時々刻々の意思決定モデル ＋ 他者の影響での再現
非定常下／ミクロの行動選択は



背景：他者の影響をうける交通行動選択

30

計画評価には，他者影響を取り込んだ

他者影響の評価・分析は，既往研究あり

アクティビティシミュレーションが必要

（Fukuda & Morichi(2007)，伊藤ら(2014), 力石ら(2016)，Urata & Hato(2021)など）

広場の空間計画 ACC
道路空間再配分

交通計画・政策・制御
シェアリング
相乗り

復旧期交通の
混雑緩和

歩行者の
二次元経路選択

車線・加減速の
選択

選択
手段選択 出発時刻選択

時々刻々の意思決定モデル ＋ 他者の影響での再現
非定常下／ミクロの行動選択は



他者相互作用を踏まえた選択モデル
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Local Interaction Model (Brock and Durlauf (2001) )

個人i, 選択肢aの効用V

S: 社会的効用，μit(a-it): i以外の他者の選択，ε: 誤差項

社会的効用S

Jijt: 個人ij間の影響の重み，cij: 影響を受ける周辺他者の集合

< �
 , �
 ��
 , �
 �

= E �
 + 7 �
 , �
 ��
 + �
 �
 (1)

7 �
 , �
 ��
 = −V ∑ �
�ℎ(�
 , ��)�∈���
ℎ �
 , �� = 1 �ℎF� �
 ≠ ��

= 0 �ℎF� �
 = �� ,

個人の選択確率P

� �
 = 1 = ��� � ��
� KA ��,�� ���
��
∑ ��� � �� KA ��,�� �������,��

（二肢選択，ε: i.i.d ガンベル）

⇒ 尤度最大化によるパラメータ推定・行動分析は可能



シミュレーション計算＝同時生起確率

32

課題：他者との相関は連鎖する

シミュレーション予測のためには，
全員の行動選択の同時決定が必要

全員の行動選択�(= �
 )の同時確率

� = {argmax∀��(�)}
全列挙の計算量

O(選択肢数人数) NP-hard

多項式時間の計算量としたい

� � = exp �(�)
∑ exp �(�)∀�



相関を考慮した同時行動選択の計算方法

33

同時選択確率 �(�)
(� = {��, … , �
 , … , ��})

②最適ベクトル

�  = arg max �(�)
同時選択確率の最尤解

①近似モデル

�
(�
) ≈ ¢
(�
)
個別選択確率の近似解

最適解だけを得る

他者選択から独立した確率



②同時生起確率の最適化問題

34

アルゴリズムのアイディア
(�
 , ��)の相互作用のために，確率計算が煩雑化

⇔ (�
 , ��)の一次の相互作用のみが存在
⇒ 量子アニーリングによる最適化計算が可能

QUBO：Quadratic Unconstrained Binary Optimization 
(制約なし２値変数２次形式最適化)

V: ノード, E: 相互作用リンク，mij, li: パラメータ，�
 ∈ {0,1}

(2)

(3)



同時選択確率の定式化

35W: ポテンシャル関数, B: 無向リンク集合，Jij: 重みパラメータ, |Ci|: iのリンク数

同時確率
の仮定

効用関数

相互作用効用
(Brock and Durlauf (2001) )

個人iの
選択確率

(4)

(5)

(6)

(7)

分子部分の変換 (8)

個人効用 相互作用効用 誤差項

(4), (8)が等価となるためのポテンシャル関数の定義

(9)

投稿原稿



QUBOへの変換(1)
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効用関数をaの二次形式で記述 (ui=ui1-ui0)

(11)

(13)

同時確率を最大化する行動組合せベクトルaを求める問題



QUBOへの変換(2)
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同時確率を最大化する行動組合せベクトルaを求める問題

QUBOへの変換



数値計算の方法
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量子アニーリング方式の計算実行環境：

量子アニーリング：組み合わせ最適化問題のメタヒューリスティクス
イジング模型の最低エネルギー状態（基底）を求める問題

イジングスピン  
 = ±1

相互作用
エネルギー

局所磁場
エネルギー

• V個の量子のスピンsが±1を同時にとる状態（横磁場制御）
• 相互作用，局所磁場の影響を強くしていくことで，基底状態に向

かって，各スピンが±1どちらかの確定した状態に自律的に到達

Advantage_system 1.1 Python環境
from dwave.system import DWaveSampler, EmbeddingComposite
~~
sampleset = EmbeddingComposite(DWaveSampler()).sample_qubo(Q, num_reads=100)
~~



数値計算結果

39

• 5, 10, 20, 40ノードのクリークネットワークで計算
• ui, Jijはランダムに付与

計算実行時間（QPU Sampling Time）

Dwave https://docs.dwavesys.com/docs/latest/timing_qa_cycle_time.html

ノード数 時間(ms) #sample

5 8.41 100

10 8.55 100

20 9.45 100

40 12.85 100

100 14.25 100

※全列挙ソルバー（package: dimod）の最適解との一致を確認（5, 10, 20ノード）

２０μs



数値計算結果

40

ノード数 時間(ms) #sample

40 5.07 50

40 12.85 100

40 25.43 200

40 51.24 400

計算実行時間（QPU Sampling Time）

Sampleごとの解の分布
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まとめ

あくまで研究の一つのアプローチであるが，
• 工学技術の基礎としての最適化

– 離散最適化，連続量最適化（含むパラメータ推定）
があり，
• 現象をいかに定式化するか
• どう最適化計算を解くのか
の両者は研究（試行錯誤）の対象である
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ご清聴ありがとうございました．


