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今回はGEVモデルとサンプリング手法の背景的知識はだいぶ縮小して説明しています． 
詳しくは補足資料にまとめておくので参考に… 
過去のbinの資料にわかりやすいものが多かったので僕が全てまとめ直すことはしていません 

あと，用語に関しては調べれる範囲で調べましたが訳し方が間違っていたらすみません…



経路選択問題とは何か
経路選択問題とは
経路選択問題とは，道路ネットワークの中でODが与えられた時に「どのようにリンクを辿るか」という問題
である．DijkstraやA*アルゴリズムといった，最短経路探索問題とは異なる．

道路ネットワークの例

1．経路選択問題のアプローチ
下に示したような効用関数を経路ごとに与え，簡単に言えば，「交通手段選択に関してMNLモデ
ルを適用する」感覚で，ODに対してどの経路が選択されるのかを考える．

Vi = βLLi + βSBSBi

：経路の長さ（= ）に関するパラメータ 
：スピードバンプが経路にいくつ含まれているか（= ）に関するパラメータ

βL Li

βSB SBi

2．最短経路探索問題のアプローチ
左のような道路ネットワークの「リンク」一つ一つに”リンクコスト”を想定し，ODを繋ぐ経路で
総リンクコストが最小になる「リンクの組み合わせ」を考える．



経路選択問題の特徴
経路選択問題とは
経路選択問題を考えるにあたり，共通のリンクを有する経路間での誤差項の相関に着目する必要がある．

経路選択問題における誤差項の相関
経路における共通部分をどのように考えるか? 
従来はPass-Size-Logit（PSL）やLogitといったモデルで，誤差項の相
関を考慮する項を組み入れることで対処していた．（ただし経験則に過
ぎず，また選択肢に対して非常に敏感で扱いが難しかった．）

一方，Cross-Nested-Logit（CNL）モデルは，リンクごとにネストを
作り，リンクを有する経路を対応するネストに紐づけるようなモデル 
　→根幹から誤差項の相関を捉えることが可能！

一方，Cross-Nested-Logit（CNL）モデルは，パラメータの数が多く
推定が難しい． 
　→ネットワークの形状から，経験則的に値を設定してしまうことも…
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ネットワークの例

CNLにした場合の例

近年だと経路の列挙を必要としないRLモデルも（今回は扱わない）



サンプリングの必要性
経路選択問題とは
実道路ネットワークの場合膨大になる経路をどのようにコンパクトにするか？

①どれくらい経路というものは多いのか？
例えばノードが80あったとして，密度が0.4とした時，リンクの数は

であり，経路は 程度と膨大になってしまう．
（ループ経路を除いても） 
(80 × (80 − 1)/2) × 0.4 1084

サンプリングを行う必要性！

②サンプリングの際に満たすべき条件
1. 選ばれた選択肢がサンプリングされた選択肢群に含まれている 
2. 被サンプリング確率が算出可能（サンプリング補正のため必要）

サンプリング手法：M-H (Metroporis-Hasting) アルゴリズム
マルコフ連鎖モルテカルロ法の一種． 
それぞれの経路の被サンプル確率を事前に決定し，サンプリングしてい
く．確立質量関数が必要ないのも良い．

③サンプリングとはいっても色々ある

ただ，そのサンプリングの元となる分布は何か？ 
その分布から正しくサンプリングができるのだろうか？ 
（実際問題サンプリングの使い方はとても難しい）

PRML第11章　原さんの資料より

今回扱う手法



GEVモデル①
CNLモデルとデータサンプリングの手法
まずは，GEVモデルとは何か，基本的な周辺知識を確認する．
①GEVモデルとは
• G関数から全て導出が可能． 
• MNLのIIA特性を緩和し，選択肢間の誤差相関を柔軟に表すことが可能．全ての
誤差相関には対応しないので，その都度G関数を書き換える必要がある． 

• 選択確率がクローズドフォームで（積分系が残らない）計算負荷が軽い．

②G関数とは
G関数は4つの性質を満たす． 
•  ∀𝑗 

• G関数は以下の式を満たす 
　  

　　  

•  

• G関数のk次導関数を考えた時，kが奇数なら導関数は正，偶数なら負．

G ≧ 0 for all positive values of yi

G(ρy1, ρy2, ⋯, ρyJ) = ρμG(y1, y2, ⋯, yJ)

for ρ > 0

G → ∞ as yi → ∞ for any j

GEVモデルでは，各モデルの選択確率 をG関数から導出することが可能． 
効用確定項を とすると， として 

Pi

Vi yi = exp(Vi)

Pi =
yi

μG
∂G
∂yi

③例えばMNLならば…
2016スタートアップゼミ#3 前田さんの資料より



GEVモデル②
CNLモデルとデータサンプリングの手法
続いてCNLに関して考える．

G関数が満たすべき性質（確認）
•  ∀𝑗 

• G関数は以下の式を満たす 
　  

　　  

•  

• G関数のk次導関数を考えた時，kが奇数なら導関数は正，偶数なら負．

G ≧ 0 for all positive values of yi

G(ρy1, ρy2, ⋯, ρyJ) = ρμG(y1, y2, ⋯, yJ)

for ρ > 0

G → ∞ as yi → ∞ for any j

GEVモデルでは，各モデルの選択確率 をG関数から導出することが可能． 
効用確定項を とすると， として 

Pi

Vi yi = exp(Vi)

Pi =
yi

μG
∂G
∂yi

G関数と選択確率

CNLモデル
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：アロケーションパラメータ（経路  のネスト  に対する結合度） 

：モデル全体のスケールパラメータ（1に標準化されることが多い） 
：ネスト  内のスケールパラメータ 

　ネスト  内の選択肢間の誤差相関の強さ．

αjl j l

μ

μl l

l

ネスト内で足し合わせた上で，経路が含まれるネスト全てで和をとる

G関数が満たすべき性質の4つ目に関しては，補足に入れた前田さんの資料を参考に

• 各リンクはネストに紐づけられている 
• 各経路は，経路の中でリンクが占める割合に関連した強度で各ネストに紐づけられる． 
→経路間での誤差項の相関をネストへの結合で表現．

そもそも経路選択問題におけるCNLモデルとは？（確認）

各経路の選択確率 
複雑で見にくいので次スライド以降は論文での表記を使用



CNLモデル（GEVモデル③）
CNLモデルとデータサンプリングの手法
論文中での基本的なCNLモデルの書き方と，図の中でそれぞれの項のイメージを確認．

• ：経路  に関する効用の確定項 

• ：アロケーションパラメータ（経路  のネスト  に対する結合度） 

• ：モデル全体のスケールパラメータ（0以上で1に標準化されることが多い） 

• ：ネスト  内のスケールパラメータ 

（ネスト  内の選択肢間の誤差相関の強さ．0から1で，1だと相関なし）

Vi i

αim i m

μ

μm m

l

ある個人が経路の選択肢集合  から経路  を選択する確率は，C i

Pr(i |C) =
exp(Vi + ln Gi(C))

∑j∈C exp(Vj + ln Gj(C))

Gi =
M

∑
m=1

μαimeVi(μm−1) ∑
j∈C

αjmeμmVj

μ − μm
μm

のもとで（ はCNLモデルのG関数を で偏微分したもの）Gi exp Vi

で表すことができる．
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この間のばらつきが μ

この結合度合が αim

この間のばらつきが μm

経路ごとに  を持つVi



サンプリング手法①
CNLモデルとデータサンプリングの手法
なぜサンプリングを行うのか，MCMC以外のサンプリング手法（色々あるが今回は本筋ではないので一例）

なぜ経路選択問題でサンプリングは必要か？（確認）
例えばノードが80あったとして，密度が0.4とした時，リンクの数は

であり，経路は 程度と膨大になってしまう．
（ループ経路を除いても） 
(80 × (80 − 1)/2) × 0.4 1084

サンプリングを行う必要性！

サンプリングの際に満たすべき条件（確認）
1. 選ばれた選択肢がサンプリングされた選択肢群に含まれている 
2. 被サンプリング確率が算出可能（サンプリング補正のため必要）

サンプリングとは，「想定した分布」に従う乱数を発生させ， 
その分布から抽出を行うこと！

（例）逆関数法
一様分布からサンプリングすることが可能であることが前提． 
求めたい分布の確率密度関数の逆関数が簡単に表記できる場合に使う． 
下では例として，指数分布からサンプリングしている．

z h−1(z) p(y)
一様乱数 求めたい分布の不定積分の 

逆関数
求めたい分布から 

サンプリングした乱数

[0, 1]の一様乱数zを 
100000個生成

p(y) = λ exp(−λy)

z = h(y) ≡ ∫
y

−∞
p(y′ )dy′ 

z = h(y) = 1 − exp(−λy)

h−1(z) = − λ−1 ln(1 − z)

発生させた一様乱数zを 
に代入h−1(z) = − 2 ln(1 − z)

指数分布が得られた

• 解析的に正しく，無駄がない． 
• 複雑な分布だと逆関数を得ることはほぼ不可能．

グラフはPRML第11章　原さんの資料より

分布によって本当にさまざまなサンプリング手法がある．参考資料の資料を参考に．



サンプリング手法②
CNLモデルとデータサンプリングの手法
MCMCの有用性と，その概論

MCMC（マルコフ連鎖モンテカルロ法）の有用性
非MCMCのサンプリング手法では，分布が複雑になったとき直接事後
分布からサンプリングするのが難しいので，もっと単純な分布（これを
提案分布という）をうまく用意する必要がある．

MCMCの基本メカニズム
任意の分布 を不変分布に持つマルコフ連鎖を生成することで，望む分布に
従った乱数を生成するモンテカルロ法のこと．

p(z)

ただし，次元が多かったり，分布が複雑なら適切に提案分布を用意する
ことが難しい．（時に不可能）

MCMCなら定常分布に収束するという性質を持ち，初期値に依存しない 
→いい感じのサンプリングが楽に行える！！！

MCMCの概観 PRML第11章　原さんの資料より

不変分布とは？
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右上の漸化式を解くと
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右上の漸化式を解くと

不変分布

マルコフ連鎖では，初期値によらず最終
的にある一定の確率分布に収束する 
→この性質を生かす！

望む分布に向かう推移確率が与えられれば簡単． 
例では「推移確率→不変分布」と向かったが，MCMCは不変分布に到
達するような推移確率を与えることで，分布を再現する．

じゃあ，推移確率をどのようにして与えるか？ 
　→メトロポリス法，ギブスサンプリング，M-H法

今回扱うM-H法はMCMCの標準系
のようなもの



サンプリング手法③
CNLモデルとデータサンプリングの手法
MCMCでの推移確率決定の指針

MCMCでの推移確率決定の基本指針
詳細釣り合いの条件を満たすように推移確率を決めてあげれば良い！

メトロポリス・ヘイスティング法と棄却サンプリング
MCMC系を理解するためにはまず棄却サンプリングを知る必要がある！

上の式を満たす推移確率が望む不変分布を与えるなら， 
（推移確率） （不変分布）＝（不変分布）が成立するはず！×

4
7

× ΠFine→Rain =
3
7

× ΠRain→Fine
青が不変分布で赤が推移確率 
均衡状態のようなイメージ

前のスライドの例ならば

(1 − ΠFine→Rain ΠRain→Fine

PiFine→Rain 1 − ΠRain→Fine)
4
7
3
7

=
4
7 − 4

7 ΠFine→Rain + 3
7 ΠRain→Fine

4
7 ΠFine→Rain + 3

7 − 3
7 ΠRain→Fine

=
4
7
3
7

より一般的な証明をするなら
詳細釣り合いの条件は
Pr{x} × Πx→x′ = Pr{x′ } × Πx′ →x

（不変確率）＝（推移確率） （不変分布）×

Pr{x} = ∑
x′ 

Πx′ →x × Pr{x′ }

= ∑
x′ 

Πx→x′ × Pr{x}

= Pr{x}∑
x′ 

Πx→x′ = Pr{x}

推移モデルの一般式

詳細釣り合いの条件

推移確率の和=1

証明できた！ 
分布では，一点とその他の点での均衡
に詳細釣り合い条件が成立します！

目標分布：既知，遷移確率：未知 
であるので，いきなり遷移確率を得ることは難しい． 
　→遷移確率の代わりに適当な遷移確率を”提案分布”として利用する！

提案分布とは？
目標分布に従ったものではないが，乱数生成が容易な条件付き確率分布から選ぶも
の．提案分布から生成された乱数を棄却したり受け入れたりし，目標分布に近い乱数
の生成を目指す．

これが棄却サンプリングの基本の考え方

提案分布は基本的には左で示した詳細釣り合い条件を満たさない… 
→確率補正を行う！！

Pr{x} × Πx→x′ < Pr{x′ } × Πx′ →x

x x′ 

Pr{x}

Pr{x′ }

Πx′ →x

Πx→x′ 

の遷移が卓越x′ → x

提案分布で詳細釣り合い条件を満たしていない例

Pr{x} × Πx→x′ < Pr{x′ } × Πx′ →x

右の例では下のようになり均衡していないが

c Pr{x} × Πx→x′ = c′ Pr{x′ } × Πx′ →x

都合よく と 符号が正の未知数を与えることでc c′ 

とすることができる．

確率補正とは？

しかしここで二つの問題 
• 遷移確率は1以下 
• 2変数で無駄が多い



サンプリング手法④
CNLモデルとデータサンプリングの手法
メトロポリス・ヘイスティング法の考え方，詳細

先スライドで出てきた右の問題を 

両辺を  で割り， で方程式を解く！ 

， として考えると，

c′ 
c
c′ 

r =
c
c′ 

r′ =
c′ 

c′ 
= 1

c Pr{x} × Πx→x′ = c′ Pr{x′ } × Πx′ →x

r Pr{x} × Πx→x′ = r′ Pr{x′ } × Πx′ →x

しかしここで二つの問題 
• cもc’も1以下である必要 
• 2変数で無駄が多い

M-H法のアルゴリズム

詳細釣り合い条件を満たす推移確率ができた！

Step1 
まず初期値  を決め，t=1とする． 
Step2 
提案分布  を利用し乱数  を得る．

z(0)

Q( |z(t−1)) a

z(t−1) a

理想分布

提案分布

Step3 
以下の命題を判定する． 

 

命題が真ならば，遷移先より遷移前の方が事後確
率上確率密度が高い！ 
　→補正が必要！ 
命題が偽ならば，遷移前より遷移後の方が事後確
率上確率密度が高い！ 
　→補正は不必要！（遷移を無条件に受容） 

遷移が受容された場合，  

遷移が棄却された場合，  

Q(a |z(t−1)) Pr(z(t−1)) > Q(z(t−1) |a) Pr(a)

z(t) = a

z(t) = z(t−1)

Pr(z)

Q( |z(t))

命題が真の場合の補正方法

r =
Q(z(t−1) |a) Pr(a)

Q(a |z(t−1)) Pr(z(t−1))
 の条件付き確率密度a → z(t−1)

 の条件付き確率密度z(t−1) → a

rは0から1であるため，[0, 1]の一様乱数を生成し，rと比べる． 
・乱数 ＞ r ならば遷移を受容 
・乱数 ＜ r ならば遷移を棄却

Step4 
t=t+1として，ステップ2に戻る．

まとめると，M-H法は提案された候補点 a を，確率 min(1, r) で受容し， 
さもなくばその場に留まることを繰り返すアルゴリズム！



CNLモデルとM-Hサンプリングの融合・バリエーション①
CNLモデルとデータサンプリングの手法
論文のモデルの解説

Pr(i |C) =
exp(Vi + ln Gi(C))

∑j∈C exp(Vj + ln Gj(C))

Gi =
M

∑
m=1

μαimeVi(μm−1) ∑
j∈C

αjmeμmVj

μ − μm
μm

CNLの基本式は以下の式で与えられる．

ここで，経路の選択肢集合を  から  に限定する． 
ただし，  

この場合，CNLモデルにサンプリングを行なったことによって生じた誤
差相関を加味する項を加える．結果は以下の通り．

C D

Pr( j |D) > 0, ∀j ∈ D

Pr(i |D) =
exp(Vi + ln Gi(C)) + ln Pr(D | i)

∑j∈D exp(Vj + ln Gj(C)) + ln Pr(D | j)

ここで，選択肢集合が限定されたことにより  や  を再計算する． 
この論文内ではGuevara and Ben-Akiba（2013）の方法を採用．

Gi Pr(i |D)

論文内では，M-Hサンプリングで 
• の分母部分の計算で考える選択肢集合  
•  を近似して計算するための選択肢集合  
の二つの選択肢群をサンプリングする必要があることが指摘されている． 
ただし，  のみは選択確率を計算したい経路を必ず含む必要がある．

Pr(i |D) D
Gi D′ 

D

サンプリング手法でM-Hサンプリングを採用している理由は「パスのサンプリン
グ確率をこちらで決めることができるから」．パス  のサンプリング確率  の
算出方法は以下の式で与える． 

 

i q(i)

q(i) =
bi

B∑j∈C b(i) = b( j) • ：経路の重み 

（例えば経路 i の長さ  を利用して など） 

• ：経路の重みの和（選択肢集合  全て） 

• ：同じ重みの経路が何本あるか

bi

Li exp(−θLi)

B C

∑
j∈C

b(i) = b( j)

， の計算方法（近似）は以下の通り． の計算は補足資料に． 

，

B |b | |C |

B = ∑
j∈C

b( j) = |C |b |b | =
∑i∈C b(i)

|C |
≈

∑i∈D b(i)

|D |

経路の重みの平均

ここで  が計算できなくても良いのは， 
M-Hでどうせ比を取り，  を約分できるから

B

B



CNLモデルとM-Hサンプリングの融合・バリエーション②
CNLモデルとデータサンプリングの手法
論文のモデルの解説
サンプリングは重複ありで行われる．パスiの被サンプル回数を として 

・・・① 

の中の を 

 

とかける．ただし はiから独立な係数．これを①に代入すると 

・・・②

ki

Pr(i |D) =
exp(Vi + ln Gi(C )) + ln Pr(D | i))

∑j∈D exp(Vj + ln Gj(C )) + ln Pr(D | j))

Pr(D | i)

Pr(D | i) = KD
ki

q(i)
= KDB

ki

b(i)

KD

Pr(i |D) =
exp(Vi + ln Gi(C)) + ln

ki

b(i) )

∑j∈D exp(Vj + ln Gi(C)) + ln
kj

b( j) )

続いて，  も選択肢群  から計算したもので近似する．前スライドと同じ
論文で提案された方法を用いる．

・・・③ 

元々の式との違いは  が入っていることで，これは「ネストの中でサンプルさ

れなかった経路」を補う拡大係数である． 

この研究ではこの拡大係数をどのように表現するかに関してバリエーションを
持たせ，適切な手法を探している．

Gi(C) D

Gi(C) ≈ ̂Gi(D′ , w) =
M

∑
m=1

μαimeVi(μm−1) ∑
j∈D′ 

wjαjmeμmVj

μ − μm
μm

wj

拡大係数のバリエーション

wG
j =

kj

E[kj]
=

kj

q( j)R
=

kjB
b( j)R

 は  を生成する際にM-H法を回したステップの回数． に関

しては，前のスライドで示した通り  
と表すことができる．

R D′ B

B = b̄ |C | ≈
∑i∈D b(i)

|D |
|C |

(1)Guevara and Ben-Akiba (2013)

wF
j = Pass Size Logitモデルと同じような形で近似した拡大係数の

置き方．各値は上のものと同じ．

(2)Frejinger et al. (2009)

1

B
b( j )R

 i f b( j )R > B

 other wise

wL
j =

kj

q( j)R
≈

kj

q( j)R
q(s)R

ks
=

kj

ks

b(s)
b( j)

経路の重みの和  を計算しなくて良い．選択肢群  を生成す
る際に最もサンプルされた数が多い経路を  としている． 

 は詰まるところ大数の法則を用いた近似であるので
サンプル数が多い時に使う．

B D
s

ks ≈ q( j)R

(3)Guevara and Ben-Akiba (2013)

大数の法則が成り立てば=1

拡大係数の意味とは？
実情としては，①の式に③を代入し，拡大係数をG関数に組み込まなくても推定料の一貫
性は保たれる．拡大係数の意味とはサンプル数が少なかった時に推定量を補正するもの．
特に(1)の拡大係数は③式内の の項の普遍性を保障している．∑

j∈D′ 

wjαjm exp(μVj)

Pr(i |D, D′ , w) =
exp(Vi + ln ̂Gi(D′ , w) + ln

ki

b(i) )

∑j∈D exp(Vj + ln ̂Gi(D′ , w) + ln ki

b(i) )



モデル検証のフロー
モデルの検証
合成データ，実データを用いてモデルの検証を行っているが，そのフローを確認する．

合成データ
合成データで検証を行う目的は 

• サンプリングしたデータの特徴 
• 拡大係数 
• M-Hアルゴリズムの構成 

に関して，大枠のイメージを掴むこと． 

まずは相応しいサンプリングを目指し，その後より良いモデルを目指す

実データ
まずは簡単なLogitとかで大体のパラメータを調べておく． 
調べたパラメータをもとに，経路サンプリング確率における重みづけをいろいろ試す 
場合に応じて使用可能な拡大係数を使う 
実データに対して正しいパラメータと比較することは無理だからデータを二つに分けて
おいて検定



実データを使ったモデルの検証①
モデルの検証
合成データを用いてモデルの精度の検証をする．その設定を確認する．
設定

道路ネットワークはスウェーデンのボルレンゲのネットワーク形状を参考に簡
略化したもの．図の中のODを結ぶ経路は高々170．図の中にあるようにSpeed 
Bump（SBと書く）がある．経路  の長さを  ，経路上のSBの数を として 

 
と経路の効用の確定項を表す．サンプリングなしのCNLモデルの推定結果から
わかっている正しいパラメータ値 と比較を行う．モデルは
CNLで，それぞれのリンクを一つずつネストとする．

i Li SBi

Vi = βLLi + βSBSBi

βL = − 0.5, βSB = − 0.1

G関数のパラメータの設定は以下の通り． 
•  

• （ などと一緒にサンプリングなしのCNLで得た） 

•

αim = lm /Li

μm = 1.5 βL

μ = 1

root

ネスト

選択肢

リンク

パス 1 2 3 4 5 6

e1 e9

この結合度合が αim

この間のばらつきが μm

経路ごとに  を持つVi

この間のばらつきが μ

＜参考＞



合成データを使ったモデルの検証②
モデルの検証
実際の値がわかっている合成データを用いてモデルの精度の検証をする．その設定を確認する．
設定
使用するCNLモデルは， 

・・・① 

・・・② 

・・・③ 

の三つである．③は拡大係数，サンプリングを補正する項の を省略している． 

それぞれ 
①  のみサンプリングすれば良い．MHの構成による変化が見やすい． 
② 拡大係数と推定結果の関係性．  の果たしている役割を確認する． 
③ ②のモデルとの比較用． 
といった役割を持たせている．

Pr(i |D) =
exp(Vi + ln Gi(C)) + ln

ki

b(i) )

∑j∈D exp(Vj + ln Gi(C)) + ln
kj

b( j) )

Pr(i |D) =
exp(Vi + ln ̂Gi(D′ , w) + ln

ki

b(i) )

∑j∈D exp(Vj + ln ̂Gi(D′ , w) + ln ki

b(i) )

Pr(i |D) =
exp(Vi + ln ̂Gi(D′ , 1))

∑j∈D exp(Vj + ln ̂Gi(D′ , 1))

ln
ki

b(i)

D

D′ 

M-Hサンプリング
M-Hサンプリングでの経路  のサンプリング確率は，経路  の経路長を  として 

， 　　　※  は正の数 

とした．短い経路ほど選択されやすいという考え方．  ならば均等にサンプリン

グすることになり，  が大きければ偏ってサンプリングすることになる．

i i Li

q(i) =
bi

B∑j∈C b(i) = b( j)
b(i) = exp(−θLi) θ

θ ≈ 0

θ

サンプリングした回数（x軸）と，サンプリングされた経路の種類（y軸）

全経路は170（上限）



合成データを使ったモデルの検証③
モデルの検証
実際の値がわかっている合成データを用いてモデルの精度の検証をする．
モデル①の検証
M-Hアルゴリズムで，  を0.5にした場合と0.01にした場合，サンプリングする選択
肢を10にする場合と40にする場合の，2×2通りに対して100回実験を行った（サン
プリングとパラメータ推定をそれぞれ100回）モデルは下の通り． 

θ

Pr(i |D) =
exp(Vi + ln Gi(C)) + ln

ki

b(i) )

∑j∈D exp(Vj + ln Gi(C)) + ln
kj

b( j) )

の場合 
常に良いt値を得た．サンプリング回数が40でもサンプリングされた経路の数は25程
度であった． 

の場合 

サンプリングされた経路の数は  の場合より大きく増えたものの，パラメータ
値に対して良いt値は得られなかった． 
つまり，多様な経路がサンプリングされるべきだが，サンプリング回数が少ないのな
らば重み付けを強めに行わなければならない．

θ = 0.5

θ = 0.01

θ = 0.5

サンプリングなしで求めた真の値 75%信頼区間に入っていた数

モデル①のシミュレーション結果



合成データを使ったモデルの検証④
モデルの検証
モデル②，③の精度の検証をする．
モデルの説明 -モデル②，③
検証するのは「サンプリング補正」「拡大係数」それぞれの効果と「  に加え  を
モデルに組み込んだ意味」である．これらを検証するために以下の条件を変えている． 
•  のサンプリング回数：100，200，300（  は100） 
•  のM-Hサンプリングの重み付けにおけるパラメータ ：0.5，0.01（  は0.5） 
• 拡大係数：モデル②に関して下の4つ．（モデル③は拡大係数がない）

D D′ 

D′ D

D′ θ D

まず， と に関して推定を行う．（拡大係数を計算するため） 

の推定は から行う．（100回実験を実施） 

はあるOD間の全経路の数だが，その推定は以下のアルゴリズムに従う． 
1. 現在ノードを  ，パスの確率を  とし，それぞれ ，  と初期化．またノード 

 が移動できるかを0_1で表した行列を  ，ノードの集合を  とする． 
2. として，Oに戻ることがないようにする． 
3.  を参照し，  と繋がっているノードの集合を とする． 

4.  からランダムにノードを一つ選び，それを  とする． 

5. とする． 

6.  ならアルゴリズムを終了し，違うなら  としステップ2に戻る． 

7. ステップ6が終了するまでの繰り返し回数を  として  

推定の結果は以下の通り．（ほぼ完璧に推定できている）

b̄ |C |

b̄ |b | =
∑i∈C b(i)

|C |
≈

∑i∈D b(i)

|D |

|C |

c l c = O l = 1

i → j A v

A( ⋅ |c) = 0

A c v′ c = {k ∈ v |A(c, k) = }

v′ c c′ 

l = l / |V′ c |

c = D c = c′ 

N |C | ≈
1
N

N

∑
t=1

1
l(i)モデルは下の通り． 

・・・② 

・・・③ 

Pr(i |D, D′ , w) =
exp(Vi + ln ̂Gi(D′ , w) + ln

ki

b(i) )

∑j∈D exp(Vj + ln ̂Gi(D′ , w) + ln ki

b(i) )

Pr(i |D, D′ ) =
exp(Vi + ln ̂Gi(D′ , 1))

∑j∈D exp(Vj + ln ̂Gi(D′ , 1))

wG
j =

kj

E[kj]
=

kj

q( j)R
=

kjB
b( j)R

wF
j =

1

B
b( j )R

 i f b( j )R > B

 other wise

wL
j =

kj

q( j)R
≈

kj

q( j)R
q(s)R

ks
=

kj

ks

b(s)
b( j)

w = 1



合成データを使ったモデルの検証⑤
モデルの検証
モデル②，③の精度の検証をする．
モデルの検証
それぞれのモデルに対して100回実験を行った．また選択肢集合に関しては  は 

で40サンプリング，  に関しては ，サンプリング回数も100，
200，300としている．（  の方が経路選択で選ぶ選択肢群） 

結論としては 
• の場合では，サンプリング回数が100回の場合でも  と  は良い結
果を出した．300まで増やすと  でも良い結果を出したが，モデル③と

 の場合はうまく推定ができなかった． 
• 推定時間は  の方がだいぶ速い． 

•  に関しての推定では，  ではサンプリングが40回でも  で十
分な結果が得られ，  もサンプリングが60回で良い結果を得た．  ではサ

ンプリングが40回でも  以外の  もではサンプリングが100回でよう
やく良い結果を得た． 

総括すると，  の補正 / パラメータ推定の両面で， 

拡大係数： ，  に関して ，サンプリング回数：100回 
が最も効率的． 

ただ，これらは経験知であるのでさまざまなデータでさらに検証する必要がある．

D

θ = 0.5 D′ θ = 0.5, 0.01

D′ 

θ = 0.5 wG wL

wF

w = 1

θ = 0.5

βL, βSB, μm wL βL, βSB

μm wG

βSB βL, μm

Gi

wL D′ θ = 0.5

②

③

 での真値とのt検定θ = 0.5, w = wG  での真値とのt検定θ = 0.5, w = wL

 で拡大係数ごとの推定時間θ = 0.5, θ = 0.01

θ = 0.5 θ = 0.01



合成データを使ったモデルの検証⑥（補足）
モデルの検証
モデル②③に関してのパラメータ推定の結果．

②

③



実データを使ったモデルの検証①
モデルの検証
合成データを用いてモデルの精度の検証をする．その設定を確認する．
設定

道路ネットワークは中国の広州のCBD．ネットワークは208のノード，662の
片方向リンクを有し，リンクの内訳は，24の主要道，34の幹線道路，32の補
助道路．また，57の信号が含まれている． 
データはGPSから得たタクシー運転手の軌跡から読み取ったもの．740のトリ
ップが観測された．  が経路長，  が経路長に占める主要

道と幹線道路の割合（長さ），  が経路に含まれる信号の数として， 

 
と経路ごとの効用の確定項は表現される． 

Lengthi ArteryRoadRatioi

Signali

Vi = βLLengthi + βARRArteryRoadRatioi + βSSignali

G関数のパラメータの設定は以下の通り． 
•  

• ：補助道路のリンクのネストに関するスケールパラメータ 

• ：主要道・幹線道路のリンクのネストに関するスケールパラメータ 

•

αim = lm /Li

μm

μmA

μ = 1

root

ネスト

選択肢

リンク

パス 1 2 3 4 5 6

e1 e9

この結合度合が αim

主要道と幹線道路 
この間のばらつきが μmA

経路ごとに  を持つVi

この間のばらつきが μ

＜参考＞ 補助道路 
この間のばらつきが μm

道路ネットワークの様子



実データを使ったモデルの検証②
モデルの検証
合成データを用いてモデルの精度の検証をする．その設定を確認する．

設定
使用するモデルはCNLモデルに加え，サンプリング補正をそれぞれ加えたLogitモデ
ルとPass size logit(PSL)モデルを用いる． 

・・・Logit 

・・・PSL 

if  or otherwise 

・・・CNL 

CNLの場合サンプリングの補正 がある場合とない場合と調べる． 今回は  

が大きくて大変なため，拡大係数の  と  は使えず，  にする． 

M-Hサンプリングをする際の  は大きくても小さくてもダメで，難しい． 
→Logitモデルでおおよその  の値を調べ，そこから  を試していく． 

→最終的に  に（右上）

Pr(i |D) =
exp(Vi + ln

ki

b(i) )

∑j∈D exp(Vj + ln
kj

b( j) )

Pr(i |D) =
exp(Vi + ln EPSi +

ki

b(i) )

∑j∈D exp(Vj + ln EPSj + ln
kj

b( j) )

EPSi = ∑
a∈Γ

la
Li

1
MEPS

a
, MEPS

a = ∑
j∈C

δawj . wj = 1, δj = 1 q( j)Rn ⩾ 1; wj =
1

q( j)Rn
,

Pr(i |D) =
exp(Vi + ln ̂Gi(D′ , w) + ln

ki

b(i) )

∑j∈D exp(Vj + ln ̂Gi(D′ , w) + ln ki

b(i) )

ln
ki

b(i)
|C |

wG wF wL

θ

βL, βARR, βS θ

θ = 0.003

推定 / 検定
合成データと違い”正しい”パラメータはわからないので，半分ずつにデータをわけ，
片方を”パラメータ推定用”，もう片方を”検定用”とする．組を変え，3回行った． 

シミュレーション結果の要点を抜き出すと，以下の通り． 

• 全ての場合においてCNLでは が成立した．ネストの間で，それぞれの
内部での”ばらつき”が調べられるのはCNLの大きな長所の一つ． 

• 調整済み尤度比に着目すると，サンプリング補正ありのCNLが最もいい．補
正がないと，サンプリング数が多い時はPSLの方が結果が良かったりする． 

• 計算速度に着目するとCNLの補正の有無で比較すれば大差ないが，例えば
PSLと比べるとCNLは30倍以上時間がかかる． 

• 推定したパラメータをもとに，検定用のデータを使って検定を行うと， 
- モデルによらずサンプリング数を増やせば検定時の尤度が上がること 
- 尤度が高いのは補正ありのCNL 
- 補正がなくてもCNLの方がPSLやLogitより尤度が高いこと 
が考察できた． 

つまり，サンプリングの補正を行ったCNLが最もよく推定できていたのみならず，補
正なしでもCNLの方がPSLらよりもよく推定できていたのだから， 
CNLは経路選択問題における誤差相関を非常によく捉えたモデル 

と言えるだろう．

μm > μmA



実データを使ったモデルの検証③
モデルの検証
推定結果

各モデルのパラメータ推定値（データセット1）

補助道路の間のばらつきの方が 
幹線道路・主要道の間のばらつきよりも大きい．



実データを使ったモデルの検証④
モデルの検証
推定結果

モデルごとのパラメータ推定における修正済み尤度比

モデルごとの検定における初期尤度と最終尤度

段違いに時間がかかっている

修正済み尤度比が一番高いここだけ比べると若干PSLの方がいい数値

段違いにいい数値

僅差で補正なしCNLの方が数値がいい



まとめ
経路選択問題におけるモデリングとサンプリング

1. 経路選択問題では，（大きなネットワークなら）サンプリングをしよう！ 

2. CNLはGEVモデルの一種で，「選択肢が複数のネストに所属している」ことがポイント！経路選択問題な
ら，”リンク”をそのまま”ネスト”にしてしまうことが一般的！ 

3. 経路選択問題では，CNLを使おう！またサンプリングをしたときは補正をしっかり加えよう！補正の加え
方にもいろいろあるので，使える方法の中でいろいろと比較してみよう！ 

4. M-H法でサンプリングをするときには”分布”が必要”！経路選択問題ならば，「どのような確率頻度でサン
プリングしたらいいのか掴むために先に簡単なモデルでパラメータ値を探ろう！



参考
大枠の内容 出典元 リンク

C-Logit model bin http://bin.t.u-tokyo.ac.jp/kaken/pdf/2014_oyama1.pdf

model -summer school 2016 bin http://bin.t.u-tokyo.ac.jp/model16/lecture/Chikaraishi.pdf

CNL(cross-nested-logit) model bin http://bin.t.u-tokyo.ac.jp/kaken/pdf/CNL-instruction.pdf

様々な経路選択モデル bin http://bin.t.u-tokyo.ac.jp/startup14/file/2-2.pdf

経路行動分析 名大 http://www.trans.civil.nagoya-u.ac.jp/~miwa/doc_paper/Chapter5.pdf

サンプリング（M-H samplingなど） bin http://bin.t.u-tokyo.ac.jp/summercamp2015/document/prml11_chika.pdf

MEV generating function EPFL https://transp-or.epfl.ch/courses/dca2018/slides/08-mev.pdf

GEVモデル bin http://bin.t.u-tokyo.ac.jp/startup16/file/3-2.pdf

“Sampling of alternatives in Multivariate Extreme Value Models” 論文 https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0191261512001518

あとbinWikiの過去の資料から前田さんの資料（GEVモデルの導出）と原さんの資料（サンプリング）を参考にしました．フォルダに入れておきます．
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