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離散選択モデル

はじめに
• あなたは昼⾷に何を⾷べましたか？

• ご飯、パン、ラーメン、蕎⻨、カレー etc …
• ⼈間の⾏動は選択の結果である

• ⾏動モデル
• ⼈の選択⾏動を表現するモデル。

• 連続量の選択：例)ある場所での滞在時間
• 離散量の選択：例)⽬的地、交通⼿段、経路

• ⼈は合理的な選択をする(経済学的な前提条件)
• 「効⽤最⼤化」：⼈は最⼤の効⽤を得られる選択をする。
• 効⽤を定義すると、複数の選択肢を好ましい順に並べられる。

この発表では離散量の選択について扱う
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離散選択モデル

効⽤
• 効⽤𝑈"

• 各消費者が消費する財から得られる主観的な満⾜・欲望充
⾜の度合い

• 説明変数：効⽤を決める要素(例：⽬的地選択)
• 選択肢の属性 例：距離、料⾦、混み具合、所⽤時間 etc.
• 個⼈の属性：性別、年齢、収⼊ etc.
• トリップ属性：⽬的、時間帯 etc.
𝑈#$$% = 𝜃#$$% + 𝜃)×𝐿#$$% 	+ 𝜃-./0×𝐶𝑜𝑠𝑡#$$% + 𝜀#$$%
𝑈⾷堂 = 𝜃⾷堂 	+ 𝜃)×𝐿⾷堂 			+ 𝜃-./0		×𝐶𝑜𝑠𝑡⾷堂 + 𝜀⾷堂
𝑈6.7. = 						 + 𝜃)×𝐿6.7. 		+ 𝜃6.7.,:;<×𝐴𝑔𝑒		 + 𝜀6.7.

パラメータ
(定数項)

パラメータ 説明変数
確定項 誤差項

確定項𝑉"：観測可能な説明変数のベクトルによる関数で表された項
誤差項𝜀"：観測できない変数の寄与をまとめた項



• 効⽤関数𝑈" (選択肢𝑖)
• 効⽤𝑈"は確定項𝑉"と誤差項𝜀"の和で表される

𝑈" = 𝑉" + 𝜀"
• 確定項𝑉"は説明変数𝑥"の線形和𝑉" = 𝜷 D 𝒙"で表される
• 基本的にはパラメータベクトル𝜷を推定する

• 誤差項𝜀"
• 分析者にとって、意思決定者の真の効⽤は不明

→ランダム(誤差)項を⽤いて効⽤を確率的に表す

cf. 誤差項𝜀"	に含まれるもの
• ⾮観測属性：快適性、移動の⾃由度 etc.
• 測定誤差：所要時間、待ち時間 etc.
• 情報の不完全性：認知時間と実際の時間のズレ etc.
• 代理変数( http://bin.t.u-tokyo.ac.jp/model16/lecture/Kurauchi.pdf )
• 個⼈の嗜好性、気分
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離散選択モデル

効⽤関数
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離散選択モデル

誤差項の分布

𝐴 ：選択肢集合
𝐹 𝜺 ： 𝜺の累積分布関数
𝐹" ： 𝐹の𝑖に関する微分
𝑉" + 𝜀" − 𝑉I ： 𝑗成分が𝑉" + 𝜀" − 𝑉I

であるベクトル

• 分析者にとって、⾏動選択(効⽤が最⼤となる選択肢)は
確率的

• 誤差項は確率的に変動
𝑃 𝑖 = P𝑟 𝑈" ≥ 𝑈I, ∀𝑗 ∈ 𝐴

= P𝑟 𝑉" + 𝜀" ≥ 𝑉I + 𝜀I
= P𝑟 𝜀I ≤ 𝑉" + 𝜀"ー𝑉I
=∫ 𝐹" 𝑉" + 𝜀" − 𝑉I

ST
UVWXT

𝑑𝜀"

• 選択確率は確定項Vと誤差項の分布𝐹 𝜺 に依存

• 確率分布によって異なるモデルとなる
• 正規分布 →プロビットモデル
• ガンベル分布 →ロジットモデル



• 多項プロビット(MNP)モデル
• 𝜀~ 多変量正規分布
• 𝜀は⾮常に多くの要因を含むため、中⼼極限定理より分布

の正規性は意味あり
• 𝜀は互いに分散が異なり、相関も持つことができる
• Open-formのため計算コストが⾼い

• 多項ロジット(MNL)モデル
• 𝜀~ IID(独⽴同分布)ガンベル分布

• プロビットモデルの近似
• Closed-formのため計算コストが低い
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離散選択モデル

プロビットモデル、ロジットモデル

ガンベル分布
累積分布関数𝐹 𝜀 = 𝑒𝑥𝑝 −𝑒𝑥𝑝 −𝜇 𝜀 − 𝜂
確率密度関数f 𝜀 = 𝜇	𝑒𝑥𝑝 −𝜇 𝜀 − 𝜂 𝑒𝑥𝑝 𝑒𝑥𝑝 −𝜇 𝜀 − 𝜂
𝜇：分布のばらつきを表すスケールパラメータ
𝜂：分布の位置を表すロケーションパラメータ



多項ロジット(MNL)モデル
• 選択肢𝑖の選択確率式

𝑃 𝑖 =
exp 𝜇𝑉"

∑ exp 𝜇𝑉I�
I∈:

注：細かい証明は2020年理論談話会#2の資料等を⾒てください

• IIA特性(Independence from Irrelevant Alternatives)
• 無関係な選択肢からの選択確率の独⽴
• 選択肢の部分集合を考えても、パラメータ推定値にバイア

スが⽣じず、推定計算が楽
• 全選択肢を考える必要が無いため、調査設計が楽
• 選択肢の追加や削除が容易

7

離散選択モデル

𝑃 𝑖|𝐴
𝑃 𝑖′|𝐴 =

exp 𝜇𝑉" ∑ exp 𝜇𝑉I�
�⁄

exp 𝜇𝑉"f ∑ exp 𝜇𝑉I�
�⁄

=
𝑃 𝑖|𝐵
𝑃 𝑖′|𝐵
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離散選択モデル

選択肢が⾚バスと⾃動⾞だけの場合、選択確率は

⾚バス:⾃動⾞=0.5:0.5
とします。では、選択肢に⻘バスが加わったら？

MNLモデルでは
⾚バス:⻘バス:⾃動⾞

=0.33:0.33:0.33

0.25:0.25:0.5では？≒選択肢間に相関があるのでは？
→NLモデル(Nested Logit Model)
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離散選択モデル

• ツリー構造
• ロジットモデルのIIA特性を緩和し、選択肢間の相関を表現可能

• バスの効⽤を、共通のものと独⽴のものに分ける
𝑉6<hi7/ + 𝜀6<hi7/ = 𝑉6<h + 𝑉j7/ + 𝜀6<h + 𝜀j7/
𝑉ik7<i7/ + 𝜀ik7<i7/ = 𝑉ik7< + 𝑉j7/ + 𝜀ik7< + 𝜀j7/

• バスが選ばれる確率を考える

𝑃 𝑏𝑢𝑠 = Pr	
𝑉j7/ + 𝜀j7/ + max

q.k∈ 6,i
𝑉q.k + 𝜀q.k

≥ 𝑉qrs + 𝜀qrs

• 分散共分散⾏列 ⾚バス ⻘バス ⾃動⾞

バス

相関

独立
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• max
q∈ 6,i

𝑉q + 𝜀q はガンベル分布に従う

スケールパラメータ 𝜇q
ロケーションパラメータ 𝑉′j7/ =

#
t	u
ln∑ exp 𝜇q𝑉q.k�

q.k∈ 6,i

→ max
q.k∈ 6,i

𝑉q.k + 𝜀q.k = 𝑉′j7/ + 𝜀′j7/と置く

• バスが選ばれる確率は次のようになる
𝑃 𝑏𝑢𝑠 = Pr 𝑉j7/ + 𝑉′j7/ + 𝜀j7/ + 𝜀′j7/ ≥ 𝑉qrs + 𝜀qrs

• 誤差項に関する仮定
• 𝜀qrsはスケールパラメータ𝜇xのガンベル分布
• 𝜀j7/ + 𝜀′j7/のスケールパラメータ𝜇xのガンベル分布

𝑃 𝑏𝑢𝑠 =
exp 𝜇x 𝑉j7/ + 𝑉′j7/

exp 𝜇x 𝑉j7/ + 𝑉′j7/ + exp 𝜇x𝑉qrs
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離散選択モデル

• 次に、バスに乗ることが決まった時に⾚バスを選択する確
率を考える

𝑃 𝑅𝐵|𝑏𝑢𝑠 = Pr 𝑉6<h + 𝑉j7/ + 𝜀6<h + 𝜀j7/
≥ 𝑉ik7< + 𝑉j7/ + 𝜀ik7< + 𝜀j7/

	

= Pr 𝑉6<h + 𝜀6<h ≥ 𝑉ik7< + 𝜀ik7<
=

exp 𝜇q𝑉6<h
exp 𝜇q𝑉6<h + exp 𝜇q𝑉ik7<

		

• ⾚バスを選択する確率は次のようになる
𝑃 𝑅𝑒𝑑𝐵𝑢𝑠 = 𝑃 𝑅𝐵|𝑏𝑢𝑠 𝑃 𝑏𝑢𝑠

=
exp 𝜇q𝑉6<h

exp 𝜇q𝑉6<h + exp 𝜇q𝑉ik7<
exp 𝜇x 𝑉j7/ + 𝑉′j7/

exp 𝜇x 𝑉j7/ + 𝑉′j7/ + exp 𝜇x𝑉qrs

𝑉′j7/ =
1
𝜇	q
ln { exp 𝜇q𝑉q.k

�

q.k∈ 6,i
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離散選択モデル

𝑃 𝑅𝑒𝑑𝐵𝑢𝑠 = 𝑃 𝑅𝐵|𝑏𝑢𝑠 𝑃 𝑏𝑢𝑠

=
exp 𝜇q𝑉6<h

exp 𝜇q𝑉6<h + exp 𝜇q𝑉ik7<
×

exp 𝜇x 𝑉j7/ + 𝑉′j7/
exp 𝜇x 𝑉j7/ + 𝑉′j7/ + exp 𝜇x𝑉qrs

𝑉′j7/ =
1
𝜇	q
ln { exp 𝜇q𝑉q.k

�

q.k∈ 6,i

• ところで次のような式変形ができる

• よって次のように変形できる

𝑃 𝑅𝐵|𝑏𝑢𝑠 = |}~ tu����
|}~ tu���� S|}~ tu�����

= |}~ tu����Stu����
|}~ tu����Stu���� S|}~ tu�����Stu����

= |}~ tu�������
|}~ tu������� S|}~ tu��������

exp 𝜇x 𝑉j7/ + 𝑉′j7/
= exp t�

tu
𝜇q𝑉j7/ +

t�
t	u
ln ∑ exp 𝜇q𝑉q.k�

q.k∈ 6,i

= exp ln exp 𝜇q𝑉j7/
��
�u + ln ∑ exp 𝜇q𝑉q.k�

q.k∈ 6,i

��
�u

= exp 𝜇q𝑉j7/ ∑ exp 𝜇q𝑉q.k�
q.k∈ 6,i

��
�u

= exp 𝜇q𝑉6<hi7/ + exp 𝜇q𝑉ik7<i7/
��
�u

𝑃 𝑅𝑒𝑑𝐵𝑢𝑠 = 𝑃 𝑅𝐵|𝑏𝑢𝑠 𝑃 𝑏𝑢𝑠

= exp 𝜇q𝑉6<hi7/
exp 𝜇q𝑉6<hi7/ + exp 𝜇q𝑉ik7<i7/

t�
tu

	X#

exp 𝜇q𝑉6<hi7/ + exp 𝜇q𝑉ik7<i7/
t�
tu + exp𝑉qrs t�
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離散選択モデル

𝑃 𝑅𝑒𝑑𝐵𝑢𝑠 = 𝑃 𝑅𝐵|𝑏𝑢𝑠 𝑃 𝑏𝑢𝑠
= |}~ tu����

|}~ tu���� S|}~ tu�����
× |}~ t� ����S�f���
|}~ t� ����S�f��� S|}~ t��u��

= exp 𝜇q𝑉6<hi7/
|}~ tu������� S|}~ tu��������

��
�u

	��

|}~ tu������� S|}~ tu��������
��
�u S |}~�u�� ��

𝑉′j7/ =
1
𝜇	q
ln { exp 𝜇q𝑉q.k

�

q.k∈ 6,i

• ⼀般化
• ネスト𝑛にある選択肢𝑖の効⽤の確定項𝑉�"を、ネスト𝑉�によるものと選択肢𝑉"によるも

のに分ける。 𝑉�" = 𝑉� + 𝑉"
𝑃 𝑛𝑖 = 𝑃 𝑖|𝑛 𝑃 𝑛 = |}~ tV�V

∑ |}~ tV�V�
�
V�

× |}~ t� ��S�f�
∑ |}~ t� ���S�f��
�
��

= exp 𝜇"𝑉�"
∑ |}~ tV�V�
�
V�

��
�V
	��

∑ ∑ |}~ tV�V�
�
V�

��
�V�

��

• 𝜇" = 𝜇�のとき、MNLモデルとなる

• McFadden(1978)では𝜇� = 1，𝜇" =
#

#X�
としている。

• この条件下では𝜎は相関の度合いを⽰し、
右図のようになる。

𝑉′� =
1
𝜇	"
ln{ exp 𝜇"𝑉"�

�

"f∈�

⻘:MNLモデル(σによらず⼀定)
⾚:NLモデル

𝑉6<hi7/ = 𝑉ik7<i7/ = 𝑉-rs= 1と仮定



⼀般化極値(GEV)モデル 14

離散選択モデル

GEVモデル(Generalized Extreme Value Model)
ある条件を満たす関数Gによって特徴づけられるモデル
属性間の依存性の⼀般的なパターンを可能にする
分析的に扱いやすいクローズドフォーム
MNLモデル、NLモデルなどもGEVモデルの⼀種

GEVモデル

MNLモデル

NLモデル

CNLモデル

関数G

関数GMNL

関数GNL

関数GCNL
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離散選択モデル

G関数を特徴付ける、満たすべき条件

1. G(𝑦#, . . . , 𝑦¡) ≥ 0	for	(∀𝑗		𝑦I ≥ 0)

2. Gは1次の同次関数
𝐺 𝜌𝑦#, . . . , 𝜌𝑦¡ = 𝜌𝐺 𝑦#, . . . , 𝑦¡
	

3. ∀𝑗	 lim
§¨→T

𝐺 = +∞

	

4. «¬­
«§V�…«§V¬
¯ ° ≥ 0	 𝑖𝑓	𝑘	𝑖𝑠	𝑜𝑑𝑑

≤ 0	 𝑖𝑓	𝑘	𝑖𝑠	𝑒𝑣𝑒𝑛

この条件下で次のようになるものをGEVモデルとする。
𝑃" = 𝑦"𝐺" 𝐺⁄

⽂字の定義
𝑦# = exp 𝑉#
𝐺 = 𝐺 𝑦#, . . . , 𝑦¡
𝐺" = 𝜕𝐺 𝜕𝑦"⁄
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離散選択モデル

MNLモデルとGEVモデル
MNLモデルにおける選択確率

𝑃" = exp	 𝑉" {𝑒𝑥𝑝 𝑉I

¡

IW#

µ

関数Gが満たすべき条件
1. 	G(𝑦#, . . . , 𝑦¡) ≥ 0	for	(∀𝑗		𝑦I ≥ 0)
2. 𝐺 𝜌𝑦#, . . . , 𝜌𝑦¡ = 𝜌𝐺 𝑦#, . . . , 𝑦¡ 	
3. ∀𝑗	 lim

§¨→T
𝐺 = ∞	

4. «¬­
«§V�…«§V¬
¯ ° ≥ 0	 𝑖𝑓	𝑘	𝑖𝑠	𝑜𝑑𝑑

≤ 0	 𝑖𝑓	𝑘	𝑖𝑠	𝑒𝑣𝑒𝑛

この部分をGとおく

𝐺 ={𝑦"

¡

IW#

4つの条件の確認
1. OK
2. ∑ 𝜌𝑦"

¡
IW# = 𝜌∑ 𝑦"

¡
IW# OK

3. OK	
4. 𝜕𝐺 𝜕𝑦"⁄ = 1 ≥ 0

2階以上の偏導関数の値は全て0
→OK

式(12) 𝑃" = 𝑦"𝐺" 𝐺⁄ を⽤いて𝑃"を求めると
𝑃" = 𝑦"𝐺" 𝐺⁄ = 𝑦" { 𝑦"

¡

IW#
¯ = exp	 𝑉" { 𝑒𝑥𝑝 𝑉I

¡

IW#
¯
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離散選択モデル

• サンプルから⺟集団の⾏動原理を知りたい
＝⾏動モデルのパラメータを求めたい

• 尤度𝑃 𝑥 𝜃
ある前提条件に従って結果が出現する場合、観察結果か
らみて前提条件がどうあったかを推測する尤もらしさを
表す数値。 𝜃を仮定して、今回の標本𝑥が得られる確率。

cf.事後確率𝑃 𝜃 𝑥 ：標本𝑥が得られた時にパラメータが𝜃である確率
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離散選択モデル

• 尤度関数𝐿 𝜃
𝜃を仮定して観察された標本セット𝒙が得られる確率

𝐿 𝜽 =ºº𝑃� 𝑖 𝜽 §V�

�

"

»

�W#
𝑦"�は選択𝑛において選択肢𝑖が選択されたとき1、そうでないとき0

• 対数尤度関数𝐿𝐿 𝜃
𝑛が⼤きくなると尤度関数𝐿 𝜃 の桁数が⼤きく(または⼩さく)なる
→そのため、対数尤度関数𝐿𝐿 𝜃 で評価することが⼀般的

𝐿𝐿 𝜽 = {{𝑦"� log 𝑃� 𝑖 𝜽
�

"

»

�W#
• 最⼤尤度では全てのパラメータについて⼀階の偏微分が0
• «))

«½¬
= 0	∀𝑘を解いて、尤度関数を最⼤化する最適な𝜽を求める
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離散選択モデル

• まず、File>Open Fileから
MNL_estimation.Rを開く

• ⽂字化けしていたら、
File>Reopen with Encoding
で適切なEncodingを選ぶ

• では早速MNLモデルで
パラメータ推定をやっ
てみましょう
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離散選択モデル

①まずデータを読み込みます
②(⼊⼒演習)データ数を数えます。

全データの⾏数を数えれば良いです。
③ (⼊⼒演習)パラメータ数の初期値(=0)を代⼊したベクトル

を作ります。今回はパラメータ数を5にするので、要素が5
の列ベクトルを作ります。

？

？
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離散選択モデル

ベクトルを⼊れると尤度を出す関数frを作る

𝑉0sr"� = 𝑏1 + 𝑑1 ∗鉄道所要時間 100⁄
𝑉j7/ 			= 𝑏2 + 𝑑1 ∗バス所要時間 100⁄
𝑉qrs 			= 𝑏3 + 𝑑1 ∗⾃動⾞所要時間 100⁄
𝑉j"Á< 	= 𝑏4 + 𝑑1 ∗⾃転⾞所要時間 100⁄
𝑉ÂrkÁ = 						𝑑1 ∗徒歩所要時間 100⁄

今回の効⽤関数

MNLの確率(𝜇 = 1とする)

𝑃 𝑖 =
exp 𝑉"

∑ exp 𝑉I�
I∈:

選択肢として存在する時に1、しない時に0

？

(⼊⼒演習)ここの部分を作る

それぞれ、hh⾏1列の
ベクトルになる
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離散選択モデル

MNLの確率(𝜇 = 1とする)

𝑃 𝑖 =
exp 𝑉"

∑ exp 𝑉I�
I∈:

先ほどと同じおまじない

？ (⼊⼒演習)
ここの部分を作る

それぞれ、hh⾏1列の
ベクトルになる

？ (⼊⼒演習)
if⽂は使わない⽅がいい

𝐿𝐿 𝜽 = {{𝑦"� log 𝑃� 𝑖 𝜽
�

"

»

�W#？
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離散選択モデル

最適化関数optim
method
• “Nelder-Mead”法

• 関数値だけを⽤い頑健だが遅い
• 初期値に敏感

• “BFGS”法
• 準ニュートン法
• 関数値と購買関数を曲⾯近似に使う

• “CG”法
• 共役勾配法
• 破綻しやすいがメモリ使⽤量が少ない

• “L-BFGS-B”法
• 変数の上限下限を設定した準ニュートン法

• “SANN”法
• 確率的⼿法である焼きなまし法
• 関数値だけを⽤い、遅い

t値
⺟集団の平均値の仮設検定に利⽤
|t|>1.96で5%有意

パラメータ値に直接の意味はないが、
正負が直感的に正しいかを確かめる
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離散選択モデル

• ⼀⾏ごとに回してエラーの原因を特定しましょう

• ⾃作の関数の中でエラーを吐いている場合は、デバッグコードを⼊れて場所
を特定しましょう

• print(“Flag-1”)を⼊れたり、for⽂の途中ではprint(i)を⼊れたりして、
または逐次結果を出⼒させて、どこでエラーを出しているのかを特定
するのが最優先です。

• データにNAが⼊っているとエラーを起こすことがあります

• mode(Data[1])でデータの型を確認してみましょう。numeric型になっていて
ほしいところがcharacter型になっていることがあります


