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交通量配分とは

1.1 交通量配分とは 5

交通量配分問題（traffic assignment problem）とは，
交通ネットワークを対象に，需要OD交通量と配分原則を与件として，
ネットワークの各リンクを流れる交通量を予測する問題

交通ネットワーク：交通網のグラフによるネットワーク表現
需要OD交通量：各ODペア間の交通量
OD: Origin (出発地)-Destination (到着地)のペア
配分原則：利⽤者の⾏動原理の仮定

O

D
リンク→



四段階推定法の中での位置付け

1.1 交通量配分とは 6

四段階推定法 …交通計画の⽴案に必要となる将来交通需要の古典的予測⼿
法．

発⽣・集中交通量の予測

分布交通量の予測

分担交通量の予測

配分交通量の予測

ココ！

OD表

経路3：5台

経路1：9台

経路2：18台ゾ
ー
ン
３

ゾ
ー
ン
２

どこからどこへ

⾞のOD表 鉄道のOD表

…

どの交通⼿段で

どの経路を通って



配分原則

1.2 配分原則 7

では，どのような配分原則（⾏動原理の仮定）に基づいて，OD交通量を各経路に配分するか

n Wardropの第1原則

上の仮定のもと，利⽤者が⾃⼰の経路選択を最適化した結果到達する均衡状態が，

= 利⽤者均衡配分（UE: User Equilibrium assignment）

仮定：
①全ての利⽤者は常に旅⾏時間を最⼩とするように⾏動する
②利⽤者は常に利⽤可能な経路についての完全な情報を得ている

均衡状態においては，もはやどの利⽤者も経路を変更することによって⾃⼰の
旅⾏時間をそれ以上短縮することはできない（Nash均衡）

10分

10分

20分

均衡状態の例

Wardropの第1原則
利⽤される経路の旅⾏時間は皆等しく，利⽤されない経路の
旅⾏時間よりも⼩さいか，せいぜい等しい．



いろいろな配分原則

1.2 配分原則 8

n Wardropの第2原則
道路網上の総旅⾏時間が最⼩となる．
=システム最適化配分（SO: System Optimum assignment）
交通を中央集権的に管理することによって達成できる

n 確率的利⽤者均衡(SUE: Stochastic User Equilibrium assignment) 
どの利⽤者も経路を変更することによって⾃⼰の旅⾏時間をそれ以上短縮することができないと
信じている均衡状態．

n 動的利⽤者均衡(DUE: Dynamic User Equilibrium assignment) 
任意の時刻に出発した⾞が，⽬的地に到達するまでの経路の旅⾏時間に対して，常にWardrop均衡
が成⽴する. 

Daganzo & Sheffi (1977), Fisk(1980)

Ran et al. (1996)



需要固定型利⽤者均衡配分
UE/FD・Wardropの第1原則

システム最適化配分
SO・Wardropの第2原則

確率的利⽤者均衡配分
SUE

需要変更型利⽤者均衡配分
UE/VD

交通ネットワーク配分

交通流理論をもとにした
交通(マイクロ)シミュレーション

ランダム効⽤理論

マッピング

1.2 配分原則 9

MNL, NL, Probit…

ランダムネス 配分結果とOD需要の相互作⽤

動学化

論理が明快で説得⼒を持つ・理論解が得られるので誰が計算しても同じ結果・
広く経済社会分野の均衡問題へ理論的発展可能性・複雑なモデルの結果の参照
点になる・余剰分析などミクロ経済の理論と結びついている

交通均衡配分モデルの強みは．．．
動的利⽤者均衡配分 DUE

ゾーンベース
シミュレーション

巨視的流動

ポテンシャル・ゲーム=

等価

day-to-day
ダイナミクス 進化ゲーム



準備
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交通ネットワークの記述

1.3 交通ネットワークの記述 11

• ネットワークは，ノード（点）とリンク（線）の集合としてグラフ表現できる．
ノード集合: 𝑁 = 1,2,3,4
リンク集合: A = 1,2,3,4,5,6

• 交通需要の発⽣ノード集合を𝑅，集中ノード集合をSとかき，
𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆をセントロイド (centroid)という．

• パス: ODペア𝑟𝑠間を結ぶ経路
⼀般に各ODペアに対して複数のパスが存在する



リンクパフォーマンス関数

1.3 交通ネットワークの記述 12

各リンクの旅⾏時間・⾛⾏費⽤・安全性・快適性など（抵抗𝑡!という）は，そのリンクの交通量𝑥!に
依存して変化する．その関係を表したものをリンクパフォーマンス関数という．

𝑡! = 𝑡! 𝑥!

flow dependent
リンクコスト𝑡!がリンク交通量（flow）𝑥!に依存する場合
例) ⼀般的な道路上の⾃動⾞交通

flow independent
リンクコスト𝑡!がリンク交通量（flow）𝑥!に依存せず⼀定の場合
𝑡! = 𝑡! 𝑥! = 定数
例) 鉄道路線網や混雑が酷くないパス

【⽤語】



リンクパフォーマンス関数

1.3 交通ネットワークの記述 13

n BPR関数
l ⽶国道路局（US Bureau of Public Road）で開発されたリンクパフォーマンス関数
l 交通均衡配分問題によく⽤いられる

𝑡! 𝑥! = 𝑡!" 1 + 𝛼
𝑥!
𝐶!

#

𝑡!: リンク𝑎の旅⾏時間
𝑥!: リンク𝑎の交通量(台/時)
𝑡!": リンク𝑎の⾃由旅⾏時間 = 交通量0の時の旅⾏時間
𝐶!: リンク𝑎の交通容量（台/時）
𝛼, 𝛽: パラメータ

特徴：
• 交通量𝑥!に関して狭義の単調増加関数
• 交通量𝑥!の全ての領域で定義される
→後述する利⽤者均衡配分モデルが⼀意の解を持ち，Frank-Wolfe法を
適⽤するための条件を満たす（詳しくは⻘本2章を参照）



簡単な配分をやってみよう

14
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✍all-or-nothing配分 ‒ 単純な⽅法

演習 15

n all-or-nothing配分
l flow-independentな場合の配分アルゴリズム
l 最短経路探索→最⼩費⽤経路に全需要を配分を全ての起点に対して実⾏（簡単！）

𝑛 = 𝑁（ノード数）なら終了．そうでなければ𝑛 = 𝑛 + 1としてStep 2へ．Step 4

各ODペア𝑟𝑠間において，最短経路上のリンクを𝐹#を利⽤しながら列挙すると同時に，OD交通量𝑄$%を列挙さ
れたリンクに負荷していく．

Step 3

∫𝑛番⽬の起点を𝑜とする．起点oから他の全てのノードへ最短経路探索を⾏い，起点𝑜から他の全てのノード
への最短経路費⽤ 𝐶&'([𝑜 → 𝑖] と各ノードに対する先⾏ポインタ𝐹#を求める．𝑦#) = 0とする．

Step 2

𝑛 = 0とする．全てのリンク交通量について𝑥#)
(") = 0とする．Step 1



✍all-or-nothing配分 ‒ 単純な⽅法

演習 16

OD交通量を全ての経路に流して，最後にリンクごとに集計する⽅法 リンク 流量
1-2 0
1-3 0
2-4 0
3-4 0
2-5 0
4-5 0
2-1 0
3-1 0
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0



✍all-or-nothing配分 ‒ 単純な⽅法

演習 17

起点1に対する計算例
OD交通量を全ての経路に流して，最後にリンクごとに集計する⽅法 リンク 流量

1-2 4+2+3=9
1-3 5
2-4 2
3-4 0
2-5 3
4-5 0
2-1 0
3-1 0
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0



✍all-or-nothing配分 ‒ 単純な⽅法

演習 18

起点2に対する計算例
OD交通量を全ての経路に流して，最後にリンクごとに集計する⽅法 リンク 流量

1-2 9
1-3 5
2-4 2
3-4 0
2-5 3
4-5 0
2-1 0
3-1 0
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0

+3



✍all-or-nothing配分 ‒ 単純な⽅法

演習 19

起点2に対する計算例
OD交通量を全ての経路に流して，最後にリンクごとに集計する⽅法 リンク 流量

1-2 9
1-3 5
2-4 2
3-4 0
2-5 3
4-5 0
2-1 0+3
3-1 0
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0

+4

+4



✍all-or-nothing配分 ‒ 単純な⽅法
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起点2に対する計算例
OD交通量を全ての経路に流して，最後にリンクごとに集計する⽅法 リンク 流量

1-2 9
1-3 5+4
2-4 2
3-4 0
2-5 3
4-5 0
2-1 0+3+4
3-1 0
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0

+1



✍all-or-nothing配分 ‒ 単純な⽅法
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起点2に対する計算例
OD交通量を全ての経路に流して，最後にリンクごとに集計する⽅法 リンク 流量

1-2 9
1-3 5+4
2-4 2
3-4 0
2-5 3
4-5 0
2-1 0+3+4
3-1 0
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0

+1

+6



✍all-or-nothing配分 ‒ 単純な⽅法
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起点3に対する計算例
OD交通量を全ての経路に流して，最後にリンクごとに集計する⽅法 リンク 流量

1-2 9+1=10
1-3 9
2-4 3
3-4 0+4+2=6
2-5 9
4-5 0+2=2
2-1 7
3-1 0+3+1=4
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0



✍all-or-nothing配分 ‒ 単純な⽅法
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起点4に対する計算例
OD交通量を全ての経路に流して，最後にリンクごとに集計する⽅法 リンク 流量

1-2 10
1-3 9
2-4 3
3-4 6
2-5 9
4-5 2+2=4
2-1 7+2=9
3-1 4
4-2 0+2+4=6
4-3 0+2=2
5-2 0
5-4 0



✍all-or-nothing配分 ‒ 単純な⽅法
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起点5に対する計算例
OD交通量を全ての経路に流して，最後にリンクごとに集計する⽅法 リンク 流量

1-2 10
1-3 9
2-4 3
3-4 6
2-5 9
4-5 4
2-1 9+1=10
3-1 4
4-2 6
4-3 2+3=5
5-2 0+1+4=5
5-4 0+5+3=8



✍all-or-nothing配分 ‒ 単純な⽅法
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n all-or-nothing配分
l flow-independentな場合の配分アルゴリズム
l 最短経路探索→最⼩費⽤経路に全需要を配分を全ての起点に対して実⾏（簡単！）

𝑛 = 𝑁（ノード数）なら終了．そうでなければ𝑛 = 𝑛 + 1としてStep 2へ．Step 4

各ODペア𝑟𝑠間において，最短経路上のリンクを𝐹#を利⽤しながら列挙すると同時に，OD交通量𝑄$%を列挙さ
れたリンクに負荷していく．

Step 3

∫𝑛番⽬の起点を𝑜とする．起点oから他の全てのノードへ最短経路探索を⾏い，起点𝑜から他の全てのノード
への最短経路費⽤ 𝐶&'([𝑜 → 𝑖] と各ノードに対する先⾏ポインタ𝐹#を求める．𝑦#) = 0とする．

Step 2

𝑛 = 0とする．全てのリンク交通量について𝑥#)
(") = 0とする．Step 1

→最短経路上のリンクの交通量を毎回検索するのは，（特に⼤規模なネットワークでは）効率が悪そう．
→もう少し効率の良い⽅法を補⾜に載せておきます．



利⽤者均衡配分
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⾮混雑型
flow-independent

混雑型
flow-dependent

確定的経路
選択 all-or-nothing配分 利⽤者均衡配分(UE)

確率的経路
選択 確率的配分 確率的利⽤者均衡配分

(SUE)

最短経路を全員が通ると，混雑によりもはや最短経路ではなくなるので．．．



利⽤者均衡(UE/FD)の定式化

2.1 UEの定式化 27

n 変数の定義

𝑞$%: ODペア𝑟𝑠間の分布交通量
𝛿!,'$% : ODペア𝑟𝑠間の経路𝑘がリンク𝑎を含むか否か

Trueなら1, Falseなら0

n リンク単位の量とパス単位の量の関係

𝑐'$%: ODペア𝑟𝑠を結ぶ経路𝑘の旅⾏時間
𝑡!: リンク𝑎の旅⾏時間

𝑐'$% = ;
!∈)

𝑡!𝛿!,'$%

𝑓'$%: ODペア𝑟𝑠を結ぶ経路𝑘の交通量
𝑥!: リンク𝑎の交通量

𝑥! =;
$%

;
'

𝑓'$%𝛿!,'$%

例) 上のネットワークで
パス1: リンク1→リンク3
パス2: リンク1→リンク4
パス3:リンク2→リンク3
パス4:リンク2→リンク4
とすると，

𝑐!!" = 𝑡!𝛿!,!!" + 𝑡$𝛿$,!!" + 𝑡%𝛿%,!!" + 𝑡"𝛿",!!" = t! 2 1 + t$ 2 0 + t% 2 1 + t" 2 0
𝑥% = 𝑓!!"𝛿%,!!" + 𝑓$!"𝛿%,$!" + 𝑓%$"𝛿%,%$" + 𝑓"$"𝛿%,"$" = 𝑓!!" + 𝑓%$"

Wardropの第1原則に従う，需要固定型利⽤者均衡配分モデル（UE/FD: User Equilibrium with Fixed Demand）を定式化する

𝐴 = {1,2,3,4}: リンク集合
Ω = { 1,4 , (2,4)}: OD集合

𝑟: Origin 𝑠: ⽬的地

𝑎: リンク

𝑘: 経路



利⽤者均衡(UE/FD)の定式化

2.1 UEの定式化 28

Wardropの第1原則に従う，需要固定型利⽤者均衡配分モデル（UE/FD: User Equilibrium with Fixed Demand）を定式化する
n Wardropの第1原則の定式化

𝑓!"#: ODペア𝑟𝑠間のパス𝑘の流量
𝑐!"#: ODペア𝑟𝑠間のパス𝑘の旅⾏時間
𝑐$%&"# : ODペア𝑟𝑠間の最短経路所要時間
𝑞"#: ODペア𝑟𝑠間の分布交通量

現実規模のネットワークでこの解を得るのは当初⾮常に困難だった

Beckmann et al.(1956)が数理最適化問題に変換！
最適化問題であれば解法が確⽴されているため効率よく解ける！



UE/FDの定式化 ‒ 等価最適化問題への変換

2.1 UEの定式化 29

n Wardropの利⽤者均衡の等価最適化問題 𝑡' 𝑥' : リンク𝑎の旅⾏時間
𝑥': リンク𝑎の交通量
𝑓!"#: ODペア𝑟𝑠間のパス𝑘の流量
𝑞"#: ODペア𝑟𝑠間の分布交通量
𝛿',!"# : ODペア𝑟𝑠間のパス𝑘がリンク𝑎を
含むか否か（True=1, False=0）

• ⼗分性の証明（詳しい証明は教科書や昨年度資料参照）

UE/FD-PrimalのKKT条件が元の問題と⼀致することにより証明できる
• 解の⼀意性の証明（詳しい証明は教科書や昨年度資料参照）

変数の実⾏可能領域が凸（∵制約条件式が全て線形）
⽬的関数が狭義の凸関数⟺ Hessianが正定値（ ∵リンクパフォーマンス関数が単調増加）

⽬的関数は直感的には下のように理解できる



UE/FDの解法

2.2 UEの解法 30

n ⾮線形最適化問題の⼀般的な解法

ステップA：降下⽅向の探索
どの⽅向に向かえば⽬的関数が減少するか

ステップB：ステップサイズの探索
降下⽅向にどこまで進めるか

ステップAとステップBを繰り返すことで局所最適解を⾒つける

（UE/FD-Primalのような）凸計画問題では，局所最適解が⼤域的最適解に⼀致する→解の⼀意性

⽬的関数が凸関数で，実⾏可能領域が凸集合であるような最適化問題
!

"

! = $(") !

"

! = $(") 𝑓が凸関数
⇔任意の𝑎, 𝑏に対して，
𝜆𝑓 𝑎 + 1 − 𝜆 𝑓 𝑏 ≥ 𝑓 𝜆𝑎 + 1 − 𝜆 𝑏 ∀𝜆 ∈ [0,1]

→関数上の任意の2点をとって線分を引いた時，その線
が必ず元の関数より上に来るnot 凸 凸



UE/FDの解法 ‒ Frank-Wolfe法
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n Frank-Wolfe法の概要
解きたい問題

凸計画問題

ステップA：降下⽅向の探索
降下⽅向ベクトル𝒅 = 𝒚 − 𝒙(𝒏)と
して，⽅向ベクトル𝒚を求める．
→別の最適化問題を解く

ステップB：ステップサイズの探索
𝒙(𝒏C𝟏) = 𝒙(𝒏) + 𝛼𝒅として，
𝑍 𝒙 𝒏C𝟏 を最⼩化する𝒙(𝒏C𝟏)を求
める． 𝒙(𝒏)と𝒅は既に求まってい
るので， 𝑍 𝒙 𝒏C𝟏 を最⼩にする
𝛼を求めることになる．

これの繰り返し

n回⽬の解𝒙(E)からn+1回⽬の解𝒙(ECF)へ動く時



UE/FDの解法 ‒ Frank-Wolfe法
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n 降下⽅向ベクトル𝒅 = 𝒚 − 𝒙(𝒏)の探索

𝑍(𝑥)の定義より

⽬的関数を線形近似のイメージ

min 𝑍′(𝒚)の点

𝒚



UE/FDの解法 ‒ Frank-Wolfe法

2.2 UEの解法 33

n 降下⽅向ベクトル𝒅 = 𝒚 − 𝒙(𝒏)の探索

𝑍(𝑥)の定義より

n回⽬の解のもとでのリンク旅⾏時間

簡単なアルゴリズムであるall-or-nothing配分を繰り返し⽤いることにより，
降下⽅向を確定できる！



UE/FDの解法 ‒ Frank-Wolfe法
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n ステップサイズαの探索

降下⽅向ベクトル𝒅 = 𝒚 − 𝒙(-)が求まったので，
𝒙(𝒏.𝟏) = 𝒙(𝒏) + 𝛼𝒅 = 𝒙(𝒏) + 𝛼(𝒚 − 𝒙(-))となる．

次は，𝑍 𝒙 𝒏.𝟏 を最⼩にする𝛼を求める．

定数 定数

min
"0102

𝑍 𝛼 =;
!

K
"

3!
"#$

𝑡! 𝑤 𝑑𝑤 ⼀変数関数の最⼩化

• 積分を予め計算しておく
• ⻩⾦分割法等の⼀次元探索法を⽤いる（末尾に補⾜）

といった⼯夫により，効率よくαを求めることができる



UE/FDの解法 ‒ Frank-Wolfe法
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n （まとめ）Frank-Wolfe法によるUEの解法

収束判定
予め設定した⼗分⼩さい𝜖F, 𝜖Gに対して， 総旅⾏時間変化 ≤ 𝜖F， 交通量変化 ≤ 𝜖G，𝑛 > 𝐾 (𝐾は任意に与える)
のいずれかを満たせば計算を終了する．
そうでなければ，𝑛 = 𝑛 + 1としてStep2へ．

Step 5

ステップサイズの探索
⻩⾦分割法等により𝑍 𝒙 𝒏C𝟏 を最⼩にするステップサイズ𝛼 E とリンク交通量 𝑥!

ECF を求める．
Step 4

降下⽅向ベクトルの探索
all-or-nothing配分により全交通需要をリンクに負荷． 𝑦!

E を求める．
Step 3

∫
リンクコストの更新
𝑥!
E に対する所要時間 𝑡! 𝑥!

E を計算．
Step 2

初期実⾏可能解の設定
交通量0におけるall-or-nothing配分により，初期実⾏可能解となるリンク交通量 𝑥!

E を与える(𝑛 = 1)．
Step 1



UE/FDの解法 ‒ Frank-Wolfe法
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n （まとめ）Frank-Wolfe法によるUEの解法

→ 重村理論談話会にて



✍ Braessʼs paradox

2.3 システム最適配分と混雑課⾦ 37

以下のような道路ネットワークで，Wardropの等時間原則に従って配分する．

O D
OD交通量600台

𝑡2 = 50 + 0.01𝑥2

𝑡4 = 0.1𝑥4

𝑡5 = 0.1𝑥5

𝑡6 = 50 + 0.01𝑥6

経路1

経路2

ネットワークは対称なので，
経路1,2の交通量: 𝑓2 = 𝑓5 = 300
経路1,2の旅⾏時間: 𝑐2 = 𝑐5 = 50 + 3 + 30 = 83
総所要時間(SOの⽬的関数):

300 ∗ 83 + 300 ∗ 83 = 49800

このネットワークに，計画者がサービスレベル向上を⽬指してバイパスを建設したことを考える．

速い 遅い

遅い 速い



✍ Braessʼs paradox

2.3 システム最適配分と混雑課⾦ 38

（演習）バイパス建設後の交通量を，Wardropの等時間原則に従って求めてください（⽴式まででOK）．

O D
OD交通量600台

𝑡2 = 50 + 0.01𝑥2 𝑡5 = 0.1𝑥5

経路1

経路2

𝑡7 = 10 + 0.01𝑥7

経路3

𝑡4 = 0.1𝑥4 𝑡6 = 50 + 0.01𝑥6



✍ Braessʼs paradox

2.3 システム最適配分と混雑課⾦ 39

（演習）バイパス建設後の交通量を，Wardropの等時間原則に従って求めてください．

O D
OD交通量600台

𝑡2 = 50 + 0.01𝑥2 𝑡5 = 0.1𝑥5

経路1

経路2

𝑡7 = 10 + 0.01𝑥7

経路3

経路1,2,3の交通量を𝑓!, 𝑓$, 𝑓%として，

H 50 + 0.01𝑓! + 0.1(𝑓!+𝑓%) = 0.1 𝑓$ + 𝑓% + 50 + 0.01𝑓$ = 0.1 𝑓$ + 𝑓% + 10 + 0.01𝑓% + 0.1(𝑓!+𝑓%)
𝑓! + 𝑓$ + 𝑓% = 600

𝑓2 = 𝑓5 = 𝑓4 = 200
𝑐2 = 𝑐5 = 𝑐4 = 92
総旅⾏時間(SOの⽬的関数):

200 ∗ 92 + 200 ∗ 92 + 200 ∗ 92 = 55200

総所要時間は49800から55200へと増加しており，新規の道路建設がかえってサービスレベルを悪化させた．
→Braessのパラドックス

𝑡4 = 0.1𝑥4 𝑡6 = 50 + 0.01𝑥6



粒としての交通 vs 流れとしての交通

40



粒の視点で⽬的関数を考え直してみる

• ⽬的関数の式は何を意味するか

2.1 UEの定式化 41

𝑥':	リンク𝑎の交通量
𝑡' :	リンク𝑎の所要時間

リンクパフォーマンス関数

ひとりひとりの意思決定者に注⽬→ ゲーム理論のアプローチで解釈

𝑡!

𝑥!

𝑡! = 𝑡!(𝑥!)

5
)

*!
𝑡' 𝑤 𝑑𝑤



ポテンシャル・ゲームとしての記述

• 各時点で1⼈ずつ順番に選ばれて，「より早く⽬的地に到達できるルートがあれば経路を変更する」
を繰り返すことを考える．（混雑ゲームという）

2.1 UEの定式化 42

⋯

𝑥!

𝑡!

𝑥!

𝑡! = 𝑡!(𝑥!)

𝑄! = ;
382

3!

𝑡!(𝑥) という量を定義し，

𝑄 = 𝑄2 + 𝑄5 +⋯+ 𝑄' = ∑!∑382
3! 𝑡!(𝑥)という量を考える

!!

"!

!! = $!("!)

※ 𝑄!は総旅⾏時間ではない．
総旅⾏時間は右図⾚枠の⾯積

1
⼈
⽬

2
⼈
⽬

3
⼈
⽬

⼈
⽬



ポテンシャル・ゲームとしての記述

例えば，A君がリンク1を通る経路から，リンク2を通る経路に変更することで，
変更した部分の旅⾏時間が10分から7分になったとする．このとき𝑄の変化量は，

2.1 UEの定式化 43

𝑄 = 𝑄2 + 𝑄5 +⋯+ 𝑄'
なので，𝑄は3減った

⋯

1 2 3 𝑥F

𝑡2

𝑥2

𝑡2

A君がいなくなったこ
とによる𝑄Fの減少
= 10 ⋯

1 2 3 𝑥G

𝑡5

𝑥5

𝑡5

A君が来たこと
による𝑄Gの増加
= 7

リンク1 リンク2

プレーヤー1⼈だけが⾏動を変えたときの
その⼈の利得（損失）の変化 = グローバルな量 𝑸 の変化



ポテンシャル・ゲームとしての記述

2.1 UEの定式化 44

このとき𝑄をポテンシャル関数といい，そのような量のあるゲームをポテンシャル・ゲームという．
ポテンシャル関数𝑄が最⼩のとき，あるプレーヤーだけが⾏動を変えるときの𝑄の変化量は正で，
その⼈の損失の変化も正．
→プレーヤーは⾏動を変えるインセンティブを持たない = Nash均衡

（UEの⽬的関数）

min𝑄 =;
!

𝑄! =;
!

;
382

3!

𝑡!(𝑥)

min𝑄 = ;
!

K
"

3!
𝑡!(𝑤) 𝑑𝑤交通量を連続に

ポテンシャルゲームの嬉しさ: 
プレーヤー間の均衡をそのまま扱うのではな
く，𝑄の最⼩化問題に置き換えることができる！
→解きやすい

プレーヤー1⼈だけが⾏動を変えたときの
その⼈の利得（損失）の変化 = グローバルな量 𝑸 の変化

⾃分⼀⼈が⾏動を変えることによって利得を
増加させることができない状態



ゲームの時間
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経路選択ゲームをしてみよう

ゲーム 46

本郷 上野

10分

25分

どちらの道を選びますか？？
選ぶ⼈が増えるとどちらの道も混雑します．



動学的なゲームとしての記述

• 混雑ゲームでは，均衡状態での各経路の配分交通量のみを求める
• 均衡状態に⾄るまでの過程を扱わない
• Nash均衡において，プレーヤーは⾃分の⾏動結果と他のプレーヤーの意図を先読みして，
⾃分にとって最も利得の⾼そうな戦略を取ること（合理性）を仮定 
→本当？？

→ 進化ゲームとして記述
• 先読みは特に仮定せず（限定合理性），実際にある戦略を取った後に，
それがうまくいったかどうかによって事後的に戦略のシェアが増減する，という仮定をおく
→ Day-to-day（⽇ごと）の配分の調整過程

• 均衡に⾄るまでの経路やその安定性について解析

2.1 UEの定式化 47



進化ゲームとしての記述

• Sandholm (2001)では，ポテンシャル・ゲームが均衡に達するまでの進化動学𝑽を導⼊

ポテンシャル・ゲーム𝒈について，以下の条件を満たす進化動学𝒇̇ = 𝑽(𝒇)を考える．
• 𝑽はリプシッツ連続
• 𝑉' 𝒇 ≥ 0 if 𝑓' = 0
• ∑'∈9%& 𝑉'(𝒇) = 0 ∀𝒇, 𝑟𝑠 ∈ Ω
• 𝑽 𝒇 ⋅ 𝒈 𝒇 > 0 if 𝑽 𝒇 ≠ 0
• 𝑽 𝒇 = 0のとき，𝒇はナッシュ均衡である

2.1 UEの定式化 48

各経路の交通量

・・・経路交通量の変化と利得との間に正相関 (利得が⼤きい経路の交通量が増える)

・・・ナッシュ均衡において配分結果は変化しない

・・・急激な変化は起こらない

・・・選ばれていない経路𝑘が選ばれる可能性が存在

・・・（増減が打ち消しあうので）交通量𝑓は⼀定

例えば，以下のようなダイナミクスがある (𝑘, 𝑙は経路，𝑓は交通量，𝑐はコスト)

𝑉' 𝒇 = −;
:;'

𝑓' ⋅ max 𝑐' 𝒇 − 𝑐: 𝒇 , 0 +;
:;'

𝑓: ⋅ max 𝑐: 𝒇 − 𝑐' 𝒇 , 0

コストの⼩さい⽅から
流⼊

コストの⼤きい⽅に
交通量が流出



進化ゲームとしての記述

このとき，以下が成⽴する．
1. ダイナミクス𝑽の任意の解軌道は，ポテンシャル・ゲーム𝒈のナッシュ均衡の連結部分集合に収束す

る．

2. ポテンシャル関数𝜙 が狭義凹関数のとき， 𝜙 を最⼤化する点はポテンシャルゲーム𝒈の唯⼀のナッ
シュ均衡であり，ダイナミクス𝑽のglobal attractorである

2.1 UEの定式化 49

→ 適当な動学Vを仮定してやれば，合理性の仮定を緩めても，day-to-dayの調整過程を終えた後には，
静学的な利⽤者均衡配分と同じ状態に収束する

→ 三上・⼿代⽊理論談話会



確率的配分
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⾮混雑型
flow-independent

混雑型
flow-dependent

確定的経路
選択 all-or-nothing配分 利⽤者均衡配分(UE)

確率的経路
選択 確率的配分 確率的利⽤者均衡配分

(SUE)



利⽤者均衡の仮定を緩める

3.1 確率的配分 51

n 経路選択が確率的である場合の配分原理

①全ての利⽤者は常に旅⾏時間を最⼩とするように⾏動する
②利⽤者は常に利⽤可能な経路についての完全な情報を得ている

(再掲) Wardropの第1原則の仮定

気紛れや個⼈の嗜好が影響するかも
利⽤者が完全な情報を得ているとは限ら
ないし，データそのものに観測誤差が含
まれているかも

ランダム効⽤理論による確率的な経路選択に
基づく配分モデルが必要である．

⾮混雑型
flow-independent

混雑型
flow-dependent

確定的経路
選択 all-or-nothing配分 利⽤者均衡配分(UE)

確率的経路
選択 確率的配分 確率的利⽤者均衡配分

(SUE)

次にflow-independentな場合の確率的経路選択の配分⽅法である，確率的配分を計算してみる．

= ロジット，プロビット



✍確率的配分の例 ‒ Dialのアルゴリズム

3.1 確率的配分 52

𝑂#:ノード𝑖から流出するリンクの終点集合， 𝐼#:ノード𝑖に流⼊するリンクの始点集合

後退処理
𝑐 𝑖 の値の降順（𝑟から遠い順）にノードを考え，各ノードjに流⼊するリンクの交通量𝒙𝒊𝒋を計算

𝑦#) = 𝑞$) + J
N∈O+

𝑦)N
𝑊 𝑖 → 𝑗

∑N∈P,𝑊 𝑚 → 𝑖
, 𝑥#)

(E) = 𝑥#)
(EQF) + 𝑦#)

Step 4

最短経路探索
起点𝑟から他の全てのノードへの最⼩交通費⽤c 𝑖 を計算．𝑦#) = 0とする．

Step 1

∫
全リンクについてリンク尤度𝐋 𝐢 → 𝒋 を計算
𝐿 𝑖 → 𝑗 = Texp 𝜃 𝑐 𝑗 − 𝑐 𝑖 − 𝑡#)

0

Step 2
𝑐 𝑖 < 𝑐(𝑗)

𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

前進処理
起点rから𝑐 𝑖 の値の昇順（𝑟から近い順）にノードを考え，各ノード𝑖から流出するリンクのリンクウェイト
𝑾[𝒊 → 𝒋]を計算

𝑊 𝑖 → 𝑗 = a
𝐿 𝑖 → 𝑗

𝐿 𝑖 → 𝑗 J
N∈P,

𝑊 𝑚 → 𝑖

Step 3

𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 𝑟

𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

※ 各リンクの選ばれやすさを表す．
最短経路上で1，後戻りする経路で0，それ以外だと0〜1の間．
最短経路との差が⼤きい経路ほど0に近くなる．

※ 各ノードでの分岐確率を表す．

𝑖 𝑗

𝑗′
𝑖𝑗の選ばれやすさに従って
ウェイトを割り振る



✍確率的配分の例 ‒ Dialのアルゴリズム

3.1 確率的配分 53



✍確率的配分の例 ‒ Dialのアルゴリズム

3.1 確率的配分 54

𝐿 3 → 4 = exp 1 ∗ 𝑐 4 − 𝑐 3 − 𝑡RS
= exp 4 − 2 − 3
= exp −1 = 0.37

0.37



✍確率的配分の例 ‒ Dialのアルゴリズム

3.1 確率的配分 55

0.37 1.37
𝑊 4 → 5 = 𝐿[4 → 5](𝑊 3 → 4 +𝑊 2 → 4 )
= 1.0(1.0 + 0.37) = 1.37



✍確率的配分の例 ‒ Dialのアルゴリズム

3.1 確率的配分 56

0.37 1.37

3.65

1.35

𝑥"# = 𝑞$# +𝑥#%
𝑊 2 → 4

𝑊 2 → 4 +𝑊[3 → 4] = 3.65

6.35

7.65



確率的利⽤者均衡配分

57

⾮混雑型
flow-independent

混雑型
flow-dependent

確定的経路
選択 all-or-nothing配分 利⽤者均衡配分(UE)

確率的経路
選択 確率的配分 確率的利⽤者均衡配分

(SUE)



確率的利⽤者均衡配分(SUE: Stochastic User Equilibrium)

3.2 SUEの定式化 58

⾮混雑型
flow-independent

混雑型
flow-dependent

確定的経路
選択 all-or-nothing配分 利⽤者均衡配分(UE)

確率的経路
選択 確率的配分 確率的利⽤者均衡配分

(SUE)

n 確率的利⽤者均衡(SUE: Stochastic User Equilibrium assignment) 
どの利⽤者も経路を変更することによって⾃⼰の旅⾏時間をそれ以上
短縮することができないと信じている均衡状態．



確率的利⽤者均衡配分(SUE: Stochastic User Equilibrium)

3.2 SUEの定式化 59

n ロジット型SUEの等価最適化問題

この項の由来は演習課題で調べてみてください！



確率的利⽤者均衡配分(SUE: Stochastic User Equilibrium)

3.3 SUEの解法 60

ステップサイズの探索をしない



需要固定型利⽤者均衡配分
UE/FD・Wardropの第1原則

システム最適化配分
SO・Wardropの第2原則

確率的利⽤者均衡配分
SUE

需要変更型利⽤者均衡配分
UE/VD

交通ネットワーク配分

交通流理論をもとにした
交通(マイクロ)シミュレーション

ランダム効⽤理論

マッピング

マッピング 61

MNL, NL, Probit…

ランダムネス 配分結果とOD需要の相互作⽤

動学化

論理が明快で説得⼒を持つ・理論解が得られるので誰が計算しても同じ結果・
広く経済社会分野の均衡問題へ理論的発展可能性・複雑なモデルの結果の参照
点になる・余剰分析などミクロ経済の理論と結びついている

交通均衡配分モデルの強みは．．．
動的利⽤者均衡配分 DUE

ゾーンベース
シミュレーション

巨視的流動

ポテンシャル・ゲーム=

等価

day-to-day
ダイナミクス 進化ゲーム



そのほかの配分

62



マイクロシミュレーション

• ⾞両（エージェント）をプログラム上で発⽣させ，各エージェントの⾏動ルールをモデル化し，それ
らの⾏動の集積として交通現象を再現する．
MATSim, SUMO, HONGO etc…

例）HONGO

マイクロシミュレーション 63

Input
• ネットワークデータ

ノード，リンク，信号
現⽰など

• OD表
四段階推定法などから

• 各種パラメータ

HONGO
• ドライバーの経路選択モデル

最短経路，MNL，Nested 
logit，Recursive Logitなど

• ⾞両追従理論
前の⾞両との位置関係によっ
て，次の時点の位置や速度を決
定

Output
• 各⾞両の軌跡データ
位置，速度，信号停⽌
など

• 集計的指標
平均旅⾏時間，平均リ
ンク旅⾏速度など



マイクロシミュレーション

• ⾞両追従理論の例（ BinN共有ドライブ>seminar> BinNStartupSeminarEnglish2022>#04 ⼩川回資料より）

マイクロシミュレーション 64



MFDを⽤いたゾーンベース配分

• これまで説明してきた交通量配分は道路リンクを最⼩単位とする

• ⼀⽅，交通状態を巨視的に捉え，ゾーンの単位で交通制御を⾏う研究が勃興

→ Macroscopic Fundamental Diagram (MFD)

ゾーンベースシミュレーション 65

= あるネットワーク内（≠リンク）の⾞両密度と平均流量の関係（集計的・巨視的）

Accumulation [台] 
= (平均密度)*(NW⻑) ※NW内の⾞両台数

Production [台・km/h]
= (平均流量)*(NW⻑)
※単位時間あたりの移動総量

⾞両台数が少ない時は，⾞両の増加
に従って総流量も増えるが，⾞両台
数がある値を超えると混雑が発⽣し
始め，総流量は低下する．

混雑⾮混雑

cf.) Fundamental Diagram

※ 平均流量や平均密度は検知器で観測可能



MFDとは

ゾーンベースシミュレーション 66

• homogeneous（混雑が空間的に偏在していない）なNWである必要
→ 混雑が特定の地域に集中する状況では，MFDのばらつきが⼤きくなったり存在しない場合も

• MFDの形は需要パターンによらない（制御にOD表が必要ない）
→ 観測とNWへの流⼊の制御を繰り返すだけで渋滞を制御できる（perimeter control）

• 信号，交通情報提供，流⼊制御等の政策を最適化・リアルタイム制御するために，計算負荷の⼩さい集計
的なモデルとして利⽤されている．

• トリップ完了率 [台/h] = (Production)/(平均トリップ⻑) 
※単位時間あたりにトリップが終了する台数（NWからの流出とNW内でのトリップ終了を含む）

• Outflow [台/h] = NWの境界部での流出台数→ Productionに⽐例
※ゾーンからの流出によってのみトリップが完了するとした場合，トリップ完了率に相当

• Production（単位時間あたり総移動量）の代わりに，トリップ完了率やoutflow（流出台数）も使われる



MFDを⽤いたゾーンベース配分

• 詳細なリンクレベルのシミュレーションを実NWに適⽤するのは計算が⼤変
→ リンクでなく，ゾーンの系列を選択するモデルで簡潔にできないか＝ゾーンベースの経路選択
→ ゾーン間移動について「交通容量（単位時間あたり何台の⾞が移動できるか）」の概念が必要
→ MFDを利⽤

ゾーンベースシミュレーション 67

zone ! zone "
𝑛! 𝑡 + 1 = 𝑛! 𝑡 − 𝑛!, #$% 𝑡 + 𝑛!, &'(𝑡)
zone 𝑖 の時間𝑡 + 1
での⾞両台数

ゾーン𝑖から
流出する⾞両数

フロー保存則

ゾーン𝑖へ
流⼊する⾞両数

MFDにより規定される

⾞両存在台数

Ou
tfl

ow
混雑

流出量最⼤

※ MFDの形はマイクロシミュレーションや
実測データを⽤いて推定する



MFDを⽤いたゾーンベース配分

• Regional pathを扱った既往研究

ゾーンベースシミュレーション 68

内容 ゾーン経路選択の仮定
Haddad et al. 
(2013)

モデル予測制御でゾーン境界
と⾼速道路⼊り⼝で流⼊制御

旅⾏時間最⼩の経路

Yildirimoglu et al. 
(2014)
Batista et al. (2019)

MFDを動的交通量配分に導⼊ 動的確率的利⽤者均衡
(DSUE)

Knoop et al. (2015) シミュレーションアプローチ 最短経路
Kim et al. (2018) シミュレーションアプローチ MNL
MFD-RL シミュレーションアプローチ Recursive logit

• 最適化やリアルタイムの制御に使うための⾼速化の位置付け
＜課題＞
• HomogeneousなNWへの動的な分割⽅法
• 同じゾーン間の移動でも実際のトリップ⻑の構成はさまざま考えられる

→ regional pathごとの各ゾーン内のトリップ⻑の分布



需要固定型利⽤者均衡配分
UE/FD・Wardropの第1原則

システム最適化配分
SO・Wardropの第2原則

確率的利⽤者均衡配分
SUE

需要変更型利⽤者均衡配分
UE/VD

交通ネットワーク配分

交通流理論をもとにした
交通(マイクロ)シミュレーション

ランダム効⽤理論

マッピング

1.2 配分原則 69

MNL, NL, Probit…

ランダムネス 配分結果とOD需要の相互作⽤

動学化

論理が明快で説得⼒を持つ・理論解が得られるので誰が計算しても同じ結果・
広く経済社会分野の均衡問題へ理論的発展可能性・複雑なモデルの結果の参照
点になる・余剰分析などミクロ経済の理論と結びついている

交通均衡配分モデルの強みは．．．
動的利⽤者均衡配分 DUE

ゾーンベース
シミュレーション

巨視的流動

ポテンシャル・ゲーム=

等価

day-to-day
ダイナミクス 進化ゲーム
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演習課題
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必須課題2つ + 任意課題を1つ以上



必須課題 1

（1）以下のネットワークにおいて，利⽤者均衡を求めるコードを書いてください
• Jupyter notebookファイルにまとめたので，Google colabでぽちぽち回しながら確認してください
• ⾔語はPythonですが，他⾔語に直してもらってもOK

課題 72

O D

𝑡2 = 10000

⾼速道路

𝑡5 = 100(10 + 𝑥2) 𝑡4 = 10000

𝑡6 = 5000 𝑡< = 5000⼀般道

𝑡7 = 300(30 + 𝑥5)

𝑡: リンクコスト
𝑥: 経路交通量

20台

30台

10台

30台

10台

ヒント：総所要時間は，
𝑡2 ⋅ 𝑥2 + 𝑡5 ⋅ 10 + 𝑥2 + 𝑡4 ⋅ 𝑥2 +
𝑡6 ⋅ 𝑥5 + 𝑡7 ⋅ 30 + 𝑥5 + 𝑡< ⋅ 𝑥5



必須課題 2

（2）(1)のコードが書けたら，以下のことについて考察してください

• 今，あなたは地域の道路計画を考えています．

• リンク4とリンク6の所要時間を信号などの交通制御によって，1500 ≤ 𝑡6, 𝑡< ≤ 7500の間で操作できる
とします．（直感的には所要時間を最⼩値1500にするのが良さそう．．．）

• 制御変数を𝐿 = 𝑡6 = 𝑡<とし，𝐿を変化させながら均衡配分を⾏い，𝐿と総所要時間（∑! 𝑥!𝑡!）の関係を
図⽰して考察してください．総所要時間を最⼩にする𝐿はいくつでしょうか．

課題 73



任意課題 1

実世界の都市と交通の問題を配分計算で考えてみましょう．
問題に適した簡単なネットワークを作り，均衡配分の計算をして，結果を考察してください．

視点：

• リンクパフォーマンス関数（⾃由旅⾏速度や道路容量の改善）の操作

• どのリンクを拡張・追加すると総旅⾏時間が最⼩になるか（ネットワーク設計問題） 

• 災害時に切断されると⼀番影響が⼤きいリンクはどこか

課題 74



任意課題 2

都市と交通にまつわる現象・⼈々の選択で，均衡に達しているものと，均衡状態にないものを
それぞれできるだけ多く挙げてください．

また，そのときの選択⾏動と，⼈々の間に働いている相互作⽤を書いてください．

（ヒント）

経路選択ゲームの序盤：均衡状態に達していない

経路選択ゲームの終盤：均衡状態に達した

（例）均衡

⽇々の⾞通勤の経路選択．選択⾏動：どの道路を通るか．相互作⽤：道路混雑

課題 75



任意課題 3

SUEのエントロピー項について，その由来・解釈を調べて，まとめてください．

また，スライドp60のSUE/FD-pathがロジット配分と等価であることを証明してください．

（ヒント）

KKT条件がロジットの選択式と⼀致することを⽰せばいいです．

課題 76

ロジットの選択式



任意課題 4

必須課題1のネットワーク（か，もう少し複雑なネットワーク）において，⼈々が何らかの進化動学に
従って⾏動を変化させたとすると，各経路を選択する⼈数や旅⾏時間はどう変化していきますか．

好きな進化動学を実装して，確認してください．

課題 77



利⽤者均衡配分とNash均衡の等価性

78



補⾜①利⽤者均衡とNash均衡の等価性の証明 2021年度夏学期ゼミ#4より

補⾜ 79



補⾜①利⽤者均衡とNash均衡の等価性の証明 2021年度夏学期ゼミ#4より

補⾜ 80



補⾜①利⽤者均衡とNash均衡の等価性の証明 2021年度夏学期ゼミ#4より

補⾜ 81



補⾜①利⽤者均衡とNash均衡の等価性の証明 2021年度夏学期ゼミ#4より

補⾜ 82



⼀次元探索の⼯夫 ‒ ⻩⾦分割法

83



補⾜②⻩⾦分割法の詳細 2021年度夏学期ゼミ#3より

補⾜ 84

Frank-Wolfe法のステップサイズを効率よく探索するための⽅法



補⾜②⻩⾦分割法の詳細 2021年度夏学期ゼミ#3より

補⾜ 85

この資料もわかりやすい
http://www-optima.amp.i.kyoto-u.ac.jp/~nobuo/Ryukoku/2002/course6.pdf

http://www-optima.amp.i.kyoto-u.ac.jp/~nobuo/Ryukoku/2002/course6.pdf


All-or-nothing配分 ‒ 効率の良い⽅法
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✍all-or-nothing配分 ‒ 効率の良い⽅法

演習 87

n all-or-nothing配分
l flow-independentな場合の配分アルゴリズム
l 最短経路がツリー構造になっていることを利⽤

𝑛 = 𝑁（ノード数）なら終了．そうでなければ𝑛 = 𝑛 + 1としてStep 2へ．Step 4

𝐶&'([𝑜 → 𝑖] の降順（𝑜から遠い順）にノード𝑗を考える．ノード𝑗に流⼊し，かつ最短経路ツリーに含まれる
リンク𝑖 (= FT) → 𝑗の交通量𝑥#)を以下で改訂する．

𝑦#) = 𝑞U) + J
N∈O+

𝑦)N

𝑥#)
E = 𝑥#)

EQF + 𝑦#)
𝑂)はノード𝑗から流出するリンクの終点集合， 𝑞U)は起点𝑜からノード𝑗までの分布交通量．

Step 3

∫𝑛番⽬の起点を𝑜とする．起点oから他の全てのノードへ最短経路探索を⾏い，起点𝑜から他の全てのノード
への最短経路費⽤ 𝐶&'([𝑜 → 𝑖] と各ノードに対する先⾏ポインタ𝐹#を求める．𝑦#) = 0とする．

Step 2

𝑛 = 0とする．全てのリンク交通量について𝑥#)
" = 0とする．Step 1



✍all-or-nothing配分 ‒ 効率の良い⽅法

演習 88

p15の例でいうと，

𝑦=> = 𝑞?> + ;
@∈A5

𝑦>@

𝑥=>
- = 𝑥=>

-B2 + 𝑦=>

(n-1)回⽬までの交通量

接続する道路に流出する交通量



✍all-or-nothing配分 ‒ 効率の良い⽅法

演習 89

起点1に対する計算例
リンク 流量
1-2 0
1-3 0
2-4 0
3-4 0
2-5 0
4-5 0
2-1 0
3-1 0
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0



✍all-or-nothing配分 ‒ 効率の良い⽅法

演習 90

起点1に対する計算例
リンク 流量
1-2 0
1-3 0
2-4 0
3-4 0
2-5 0
4-5 0
2-1 0
3-1 0
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0



✍all-or-nothing配分 ‒ 効率の良い⽅法

演習 91

起点1に対する計算例

𝑦#) = 𝑞U) + J
N∈O+

𝑦)N

𝑥#) = 𝑥#) + 𝑦#)

𝑂-:ノード𝑗から流出するリンクの終点集合
𝑞.-:起点𝑜からノード𝑗までの分布交通量．

リンク 流量
1-2 0+(4+3+2)=9
1-3 0+(5+0)=5
2-4 0+(2+0)=2
3-4 0
2-5 0+(3+0)=3
4-5 0
2-1 0
3-1 0
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0



✍all-or-nothing配分 ‒ 効率の良い⽅法

演習 92

𝑦#) = 𝑞U) + J
N∈O+

𝑦)N

𝑥#) = 𝑥#) + 𝑦#)

𝑂-:ノード𝑗から流出するリンクの終点集合
𝑞.-:起点𝑜からノード𝑗までの分布交通量．

リンク 流量
1-2 9
1-3 5+(4+0)=9
2-4 2+(1+0)=3
3-4 0
2-5 3+(6+0)=9
4-5 0
2-1 0+(3+4)=7
3-1 0
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0

起点2に対する計算例



✍all-or-nothing配分 ‒ 効率の良い⽅法

演習 93

起点3に対する計算例

𝑦#) = 𝑞U) + J
N∈O+

𝑦)N

𝑥#) = 𝑥#) + 𝑦#)

𝑂-:ノード𝑗から流出するリンクの終点集合
𝑞.-:起点𝑜からノード𝑗までの分布交通量．

リンク 流量
1-2 9+(1+0)=10
1-3 9
2-4 3
3-4 0+(4+2)=6
2-5 9
4-5 0+(2+0)=2
2-1 7
3-1 0+(3+1)=4
4-2 0
4-3 0
5-2 0
5-4 0

3

1

2

4

5

2

2

3

3



✍all-or-nothing配分 ‒ 効率の良い⽅法

演習 94

起点4に対する計算例

𝑦#) = 𝑞U) + J
N∈O+

𝑦)N

𝑥#) = 𝑥#) + 𝑦#)

𝑂-:ノード𝑗から流出するリンクの終点集合
𝑞.-:起点𝑜からノード𝑗までの分布交通量．

リンク 流量
1-2 10
1-3 9
2-4 3
3-4 6
2-5 9
4-5 2+(2+0)=4
2-1 7+(2+0)=9
3-1 4
4-2 0+(4+2)=6
4-3 0+(2+0)=2
5-2 0
5-4 0

4

2

1

3 5

2

2

3
3



✍all-or-nothing配分 ‒ 効率の良い⽅法

演習 95

起点5に対する計算例

𝑦#) = 𝑞U) + J
N∈O+

𝑦)N

𝑥#) = 𝑥#) + 𝑦#)

𝑂-:ノード𝑗から流出するリンクの終点集合
𝑞.-:起点𝑜からノード𝑗までの分布交通量．

リンク 流量
1-2 10
1-3 9
2-4 3
3-4 6
2-5 9
4-5 4
2-1 9+(1+0)=10
3-1 4
4-2 6
4-3 2+(3+0)=5
5-2 0+(4+1)=5
5-4 0+(5+3)=8

5

2

1

4

3

4

2

3

3



システム最適配分と混雑課⾦の余剰分析
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システム最適配分(SO)と混雑課⾦

2.3 システム最適配分と混雑課⾦ 97

n SO（Wardropの第2原則）の定式化
= 道路網上の総旅⾏時間が最⼩となる．

min𝑍 𝒙 = ;
!∈)

𝑥!𝑡! 𝑥!

s.t.
∑'∈9%& 𝑓'

$% − 𝑞$% = 0 ∀𝑟𝑠 ∈ Ω

𝑥! = ∑$%∈C∑'∈9%& 𝑓'
$%𝛿!,'$% ∀𝑎 ∈ 𝐴

𝑓'$% ≥ 0 ∀𝑘 ∈ 𝐾$%, ∀𝑟𝑠 ∈ Ω

𝑥! ≥ 0 ∀𝑎 ∈ 𝐴

SO-Primal

𝑡' 𝑥' : リンク𝑎の旅⾏時間
𝑥': リンク𝑎の交通量
𝑓!"#: ODペア𝑟𝑠間のパス𝑘の流量
𝑞"#: ODペア𝑟𝑠間の分布交通量
𝛿',!"# : ODペア𝑟𝑠間のパス𝑘がリンク𝑎を
含むか否か（True=1, False=0）

UE/FD-Primalから⽬的関数が変わるだけ．
UEと全く同じアルゴリズムで解ける．

参考
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n UEとSOの関係・混雑課⾦

UEの時はこの分が負の余剰となる

周りの利⽤者に与えた負の外部性

※ 外部不経済の余剰分析について詳しくはこのサイトなど参照

「限界費⽤課⾦」

https://www.management-consultant.info/?p=817
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n UEとSOの関係・混雑課⾦

UEの時はこの分が負の余剰となる

周りの利⽤者に与えた負の外部性

※ 外部不経済の余剰分析について詳しくはこのサイトなど参照

「限界費⽤課⾦」

https://www.management-consultant.info/?p=817


旅⾏時間!

!!"
!#$

!%

"#$ "!" 交通量"

社会的限界費⽤

私的限界費⽤
!(#)

! # + # & ''# !(#)

需要曲線

SO

UE
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SOのときの余剰

⽣産者余剰

消費者余剰
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"#$ "!" 交通量"
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私的限界費⽤
!(#)

! # + # & ''# !(#)

需要曲線

SO

UE
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SOのときの余剰

⽣産者余剰

消費者余剰

外部不経済
利⽤者が交通に加わることに
よって周囲に与えたコスト
(=外部不経済)は負の余剰と
して働く



旅⾏時間!

!!"
!#$

!%

"#$ "!" 交通量"

社会的限界費⽤

私的限界費⽤
!(#)

! # + # & ''# !(#)

需要曲線

SO

UE
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SOのときの余剰

⽣産者余剰

消費者余剰

外部不経済

がSOの時の総余剰

利⽤者が交通に加わることに
よって周囲に与えたコスト
(=外部不経済)は負の余剰と
して働く
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!!"
!#$

!%

"#$ "!" 交通量"

社会的限界費⽤

私的限界費⽤
!(#)

! # + # & ''# !(#)

需要曲線

SO

UE
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UEのときの余剰

⽣産者余剰

消費者余剰

外部不経済
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!!"
!#$

!%

"#$ "!" 交通量"

社会的限界費⽤

私的限界費⽤
!(#)

! # + # & ''# !(#)

需要曲線

SO

UE
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UEのときの余剰

⽣産者余剰

消費者余剰

外部不経済

総余剰は

ー

UEの時はこの分が負の余剰となる

UEはSOより紫の部分
だけ余剰が⼩さい!


