
(Essencials of Stochastic Processes) 

 





),(),,,|( 00111 jipiXiXiXjXP nnnn   
i  j   

 X0, X1, X2, …, Xn  

 Xn+1  

 p=0.4  1  

 1-p=0.6  1  

 Xn  

0  

5  

i  

p 

1-p 

 

Xn Xn+1 

i+1  
 

i-1  
Xn Xn+1  

 

 

 

 

  

  

  
p1 

p2 
p3 

p4 

 

 

 

 



 

 p=0.4  1  

 1-p=0.6  1  

 Xn  

0  

5  

i  

p 

1-p 

 

Xn Xn+1 

i+1  
 

i-1  

0),( jip

1),(  j
jip

0  

 



p(x, x) = 1  x  

 

 p=0.4  1  

 1-p=0.6  1  

 Xn  

0  

5  

i  

p 

1-p 

 

Xn Xn+1 

i+1  
 

i-1  

p(5, 5) = 1  

p(0, 0) = 1  



1  2  3  

1  0.4 0.6 0.0 

2  0.2 0.5 0.3 

3  0.1 0.7 0.2 

(X0) 

 

 p  

(2) 2 (1)  

(X1) (X2) 

(2) (1) 

21.0

)1.0)(3.0()2.0)(5.0()4.0)(2.0(

)2|1( 02





 XXP
(1) 

(2) 

(3) 

0.2 

0.5 

0.3 

0.4 

0.2 

0.1 





k

nmnm jkpkipjip ),(),(),(

 i  m  j  pm(i, j)  

 

m+n  m  

m n  

 

m  P(Xm+n=j| Xn=i )  p  m  

 

(X0) (Xm) (Xm+n) 

i j 

k 



1  2  3  

1  0.4 0.6 0.0 

2  0.2 0.5 0.3 

3  0.1 0.7 0.2 

 k
kpkpp )1,(),2()1,2(2



k

nmnm jkpkipjip ),(),(),(

 i  m  j  pm(i, j)  

 

(2) 2 (1)  

0.4 0.6 0.0 

0.2 0.5 0.3 

0.1 0.7 0.2 

0.4 0.6 0.0 

0.2 0.5 0.3 

0.1 0.7 0.2 

0.28 0.54 0.18 

0.21 0.58 0.21 

0.20 0.55 0.25 

= 

 

 p  



 p=0.4  1  

 1-p=0.6  1  

 Xn  

0  

4  

i  

p 

1-p 

 

Xn Xn+1 

i+1  
 

i-1  



k

nmnm jkpkipjip ),(),(),(

 i  m  j  pm(i, j)  

 

 

p = 

1 20  

1 20  



}:1min{ yXnT ny 

)|( 0 yXTPg yy 

 y  y  X0, X1, X2, …, Xn  

 Ty  

 

 

 

Ty = 2 

Ty = 3 

y z 

x 



 T=n XT=y X0, X1, X2, …, XT  

XT+k y  

 

XT XT+1 XT+2 XT-n 
n 

y y 

 

y 

X0 

 

 

 y  

XT  

 



 x  y  

0)(  yxxy TP

 x  y x y

 p  

2 1 6 4 

3 5 7 

{4,6,7}  {1,5}  

x  y  

 

 1  2  

 

 

 B  i,j∈B  

 

 B  



 y 1  

n → ∞  n  0  

0)(),(  yXPyxp nx

n

 y 1 pn(x, y)  

 

 



pn(x, x)>0  n  

Ix={n≧1 pn(x, x)>0}  

 N  

 

 

 N  Xn  

p= p2=  0  

 

 

 

pn(x, x)>0  n=2, 4, …  2 

 n  2 



 

)(),(lim yyxpn

n




 π πp=π  

p  π  

n→∞  pn(x, y) → π(y)  



1  2  3  

1  0.4 0.6 0.0 

2  0.2 0.5 0.3 

3  0.1 0.7 0.2 

πp=π  

1

)2.0()3.0(

)7.0()5.0()6.0(

)1.0()2.0()4.0(

321

332

2321

1321

















21176.0

56471.0

22353.0

3

2

1













p  

p  π  

n→∞  pn(x, y) → π(y)  

 

 p  



1),( y
jip

 1 

1  

 0.5 

 0.5 

0  

4  
0 2 1 

0.5 0.5 0.5 0.5 

3 4 

1),( x
jip  1 

π(i) = 1/5 = 0.2 

 

 



),()(),()( xypyyxpx   x y 

x  y  

 

y  x  

 

 

l  r  

 

px 

x 

 

x+1 x-1 
qx 

rx 

l r 

 

 

xx pxqx )()1( 1     

)()1(
1

x
q

p
x

x

x 




)()(
12

1

1

21 l
q

p

q

p

q

p

q

p
il

l

l

l

l

il

il

il

il 










  



 p  1  

 1-p  1  

 Xn  

0  

N  

i  

p 

1-p 

 

Xn Xn+1 

i+1  
 

i-1  

 

}:0min{ yXnV ny  )()( 0VVPxh Nx 
 y   x  N  

)1()1()1()(  ihpiphih

 )1()(
1

)()1( 


 ihih
p

p
ihih  



 p  1  

 1-p  1  

 Xn  

0  

N  

i  

p 

1-p 

 

Xn Xn+1 

i+1  
 

i-1  

 

p=1/2  )0()1()1()()()1( hhihihihih   

c 

  10)1()()0()(
1

 


NcihihhNh
N

i h(N) = 1 

)0()( Nx
N

x
xh 



0)1()()(  iipiip  )0(
)1(

)( 

i

p

p
i 















0
)(

i
i

 p 

 1-p 

0  

pp

ipiip

ipiip







1)0,0(

)1(1)1,(

)0()1,(

0 i-1 i i+1 1 

p 1-p p 1-p 
 

 p>1/2  π(i)  

 p=1/2  

 p<1/2  


0
)(

i
i



p<1/2 P(Xn= j) → π(j) 

 0  

p>1/2 Xn → ∞ 

 p 

 1-p 

0  

pp

ipiip

ipiip







1)0,0(

)1(1)1,(

)0()1,(

0 i-1 i i+1 1 

p 1-p p 1-p 
 

i

p

p

p

p
j 














11

21
)( 



 p 

 1-p 

0  

pp

ipiip

ipiip







1)0,0(

)1(1)1,(

)0()1,(

0 i-1 i i+1 1 

p 1-p p 1-p 
 

 yXnV ny  :0min  y  

N

x
VVP Nx  )( 0

 x  

0  N  

1)(

0)(

0

0





VP

VVP

x

Nx

x 0 1 

p=1/2  



 )1()2/1()2/1()2/1(1)2/1( 0100 NVETE

 x  

0  

 0  

 

 1  

 

1  0  

 

 0  ∞ →

p < 1/2  0 

p = 1/2  0 

p < 1/2  0 

 

 p 

 1-p 

0  

pp

ipiip

ipiip







1)0,0(

)1(1)1,(

)0()1,(

0 i-1 i i+1 1 

p 1-p p 1-p 
 

p=1/2  



P(Ti < ∞| X0 = i) = 1 
 

 1 

 i  

Ei Ti < ∞ 
 

 i  

Ei Ti = ∞ 
 

 i  

P(Ti < ∞| X0 = i) < 1 
 

 1  

 i  

 π 



? 

? 
? 

5 4 2 1 

3 

1 1/3 1 

2/3 1 
r=1つ (1) 
s=4 つ(2,3,4,5) 

r s



吸収的状態がr個、非吸収的状態がs個の場
合、遷移確率行列を以下の形で配置する 
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吸収状態を表す(r×r行列) 

非吸収状態を表す(s×s行列) 

r=1 (1) 
s=4 (2,3,4,5) 

2から3への遷移
確率(2/3)を表す 

一般にQに対して以下の関係式が成立 
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吸収マルコフ連鎖の基本行列 
→qijはiを出た1台の車がjを通る回数の期待値を表す 
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地点3を通った車が
地点4を通過する回
数の期待値は3 

各地点の発生交通量をuiで表すと、各地点の
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地点5から毎時5台出発するとすると、 
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