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Abstract

時差出勤の効果について / Effects of staggered working hours

Henderson(1981)以降，時差出勤の効果を検討した研究は多い
• 負の混雑外部性と正の⽣産外部性のトレードオフを考慮する始業時刻選択モデル

Work start time choice models considering the trade-off between negative congestion externalities and positive 
production externalities

This study

ü ボトルネックでの混雑を考慮 / Considers congestion in a bottleneck

ü 始業時刻選択モデル：ポテンシャルゲームの特性を利⽤ / utilizes the characteristics of potential games
• 均衡の⼀般特性（⼀意性・安定性）をポテンシャルゲームを⽤いて理論的に分析

Theoretically analyzes the general properties (uniqueness and stability) of equilibrium using potential 
games

• ピグー政策を⾏った場合の均衡状態についての検証
Examines the equilibrium state under Pigouvian policies
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1. Introduction



Related literature

Ø Henderson(1981)

• すべての労働者：共通の住宅地→共通の中⼼業
務地区（CBD）に単⼀の道路で通勤すると仮定

Assumes all workers commute from a common 
residential area to a common Central Business District 
(CBD) via a single road

• 労働者の⽣産性が時間によって変化する
Workers' productivity varies over time
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home CBD

ü Wilson(1992), Arnott et al.(2005)
労働者の居住地選択+企業の異質性

Based on  Akamatsu et al. (2015) ,
本研究では，ボトルネックでの混雑を考慮するモデルにポテンシャルゲームを適応する．
This study applies potential games to a model considering congestion in a bottleneck.
→均衡の特性(⼀意性/安定性）を特徴づけることを⽬指す / Aims to characterize the properties of equilibrium.

ü Mun and Yonekawa(2006)
ボトルネックの渋滞を定式化，企業と労働者が固定/フレックス
を選択
→複数均衡の可能性ありだが均衡の安定性の検討は不⼗分

ü Fosgerau and Small(2014)
ボトルネックの渋滞＋仕事と余暇を考慮した⽣産性効果
⇔労働者が始業時刻を決定するという前提
→全ての企業がフレックス

ü Akamatsu et al. (2015)
ポテンシャル関数のアプローチを適応
→均衡の安定性や最適性を解析的に分析可能に



次の3つをモデル化する / Model the following three:

• 労働者の到着時刻選択 / Workers' arrival time choice

• 労働者の企業選択 / Workers' firm choice

• 企業の始業時刻選択 / Firms' work start time choice

The flow of this study
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短期で均衡する / Short-run equilibrium

⻑期で均衡する / Long-run equilibrium

ポテンシャルゲームのアプローチを利⽤ / Utilizes the potential game approach
→⻑期均衡状態がポテンシャルゲームのNash均衡状態とみなせる
Long-term equilibrium state can be regarded as the Nash equilibrium of a potential game

労働者は，企業と始業時刻を所与とするもとで企業
への到着時刻を選択する.
Workers choose their arrival time at the firm given the 
firm and its work start time.



What is Potential game?
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5/9 三上さん資料より引⽤
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2. The model



Assumptions

• CBD(central business district)と居住地が1つの道路で結ばれた都市 / A city where the CBD (central business 
district) and residential areas are connected by a single road.

• 容量𝜇の単⼀のボトルネック / A single bottleneck with capacity 𝜇
• ボトルネックの地点への到着率が容量を超えると待ち⾏列が発⽣

If the arrival rate at the bottleneck point exceeds the capacity, a queue forms.
• Point queue(⾞両の物理的な⻑さは０)
• FIFO(first in, first out : 先⼊先出法)

• 企業 / Firms
• 各企業は始業時刻を𝑡!~𝑡"の中で選択する．(𝑡!~𝑡"は間隔𝜏) 

Each firm selects its work start time from 𝑡!~𝑡" (with intervals 𝜏)
• 全企業において，勤務時間は同⼀かつ固定で𝐻	

Working hours are the same and fixed across all firms, denoted as 𝐻
• 𝑡"  < 𝑡! + 𝐻
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Residential area CBD

Bottleneck
(capacity : 𝜇)

𝑡! 𝑡" 𝑡# 𝑡$ 𝑡$ + 𝐻𝑡! + 𝐻

𝜏 𝜏

𝑡

始業時刻𝑡!の企業＝企業 𝑖 と呼ぶ
A firm with a work start time 𝑡! = Firm 𝑖



Behavior of workers

Ø 効⽤を最⼤化するように始業時刻𝑡#(= 企業𝒊)とCBDの到着時刻𝒕を選択する.
Choose Firm 𝑖 and arrival time at the CBD 𝑡 to maximize utility

始業時刻𝑡!で働く労働者( = 労働者𝑖)の効⽤ 𝑢! 𝑡 / Utility of worker 𝑖 (= working at start time 𝑡!) 𝑢! 𝑡

通勤コスト𝑐! 𝑡 / Commuting cost 𝑐! 𝑡
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𝑢# 𝑡 = 𝑤# − 𝑐#(𝑡) 𝑤! ∶企業𝑖の賃⾦ / Wage of Firm 𝑖 𝑐! 𝑡 : 通勤コスト / Commuting cost

𝑐# 𝑡 = 𝑞 𝑡 + 𝑠 𝑡 − 𝑡# + 𝑐$
𝑞 𝑡 ∶ ボトルネックでの渋滞待ち時間 / Queue time
𝑠 𝑡 − 𝑡! :	スケジュールコスト/	Schedule cost 

𝑐" ∶固定の旅⾏時間 / Schedule cost𝑐" = 0 𝑠 𝑥 は微分可能, 𝑠 0 = 0と設定

短期的⻑期的

min
%
𝑐# 𝑡 = 𝑞 𝑡 + 𝑠(𝑡 − 𝑡#)

短期的 Short-run
ü 始業時刻𝑡!は決まっているものとしてCBDの到着

時間𝒕を選択
Considering the work start time 𝑡_𝑖 as fixed, 
choose the arrival time at the CBD 𝑡.

⻑期的 Long-run
ü 始業時間𝑡!つまり企業𝒊を選択

Choose Firm 𝑖

max
#
𝑢# = 𝑤# − 9𝑐#

4𝑐! ：短期均衡における労働者𝑖の通勤コスト
the commuting cost for worker 𝑖 in short-run 
equilibrium

早くつけば負，遅刻すると正



Behavior of firms

ある企業の時刻𝑡での瞬間的⽣産量𝑓(𝑡) / Instantaneous production quantity 𝑓(𝑡) for a certain firm at time 𝑡

企業𝑖の労働者1⼈当たりの１⽇の⽣産量𝐹# / Daily production quantity

2024/06/20 理論談話会 #13 10

𝑓 𝑡 = 𝛼𝑁(𝑡)

𝐹! = 6
#%

#%$%
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝛼:

&'(

𝐻 − 𝜏 𝑖 − 𝑘 𝑁&

Ø 企業は労働者1⼈あたりの利益を最⼤化するように始業時刻を選択する
Firms choose their work start times to maximize profit per worker.

max
#
𝜋# = 𝐹# − 𝑤# 𝑤& ∶ 企業𝑖の賃⾦ / Wage of Firm 𝑖 𝜋& ∶企業𝑖の利益 / Profit of Firm 𝑖

𝑁! : 企業 𝑖 の総労働者数
Total number of workers for Firm 𝑖

𝛼 : 正の定数 / Positive constant

p⽣産性 / Productivity
ある時点𝑡での労働者⼀⼈当たりの⽣産性は，時点𝑡において全企業で勤務している労働者の総数𝑁(𝑡)に⽐例する．
The productivity per worker at a certain time 𝑡 is proportional to the total number of workers 𝑁(𝑡) working across all 
firms at time 𝑡.



Short-run equilibrium conditions

Ø 短期的：労働者はCBDへの到着時間 𝒕を選択
• 企業は所与のもと選択するので，企業に雇⽤される労働者の数𝑵 = 𝑁! !∈( は所与となる
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𝑛! 𝑡 : 時刻𝑡にCBDに到着する労働者𝑖の数
𝑐!∗: 労働者𝑖の均衡通勤コスト

①CBD到着時刻選択の無裁定条件
短期均衡状態ではどの労働者も⾃らのCBD到着時刻を変更
するインセンティブを持たない

②ボトルネックの容量制約
時刻𝑡でボトルネックに渋滞が発⽣する場合，ボトルネック流出者数
は容量𝜇に等しく，渋滞がないときの流出者数は容量𝜇以下

③フロー保存則

①②③より短期均衡状態での𝑛! 𝑡 , 𝑞 𝑡 , 𝑐!∗が定まる 𝑛! 𝑡 , 𝑞 𝑡 , 𝑐!∗は𝑵の関数として書くことができる

短期均衡状態が満たす均衡条件は以下の3条件

𝑐# 𝑡 = 𝑞 𝑡 + 𝑠 𝑡 − 𝑡#

Wardropの第1原則と同じ考え⽅



Long-run equilibrium conditions

Ø ⻑期的：労働者は企業を選択，企業は始業時刻を選択
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⻑期均衡状態が満たす均衡条件は以下の3条件

𝑢∗ : 労働者の均衡効⽤
𝜋∗ : 企業の均衡利潤 ← 本モデルでは完全競争化のため0となる

①労働者の企業選択の均衡条件
各労働者が⼀⽅的に企業を変更するインセンティブがない

𝑢# 𝑡 = 𝑤# − 𝑐#(𝑡)
𝜋# = 𝐹# − 𝑤#

②企業の始業時刻選択の均衡条件
企業𝑖が労働者を雇⽤している場合，企業は均衡利益𝜋∗ = 0を得る
ことを意味し，そうでない場合は利益は0未満でなけでばならない
③労働者数の保存則

③④より⻑期均衡での𝑵∗, 𝑢∗が得られる

・・・④
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3. Characteristics of Equilibrium



Short-run equilibrium

Proposition 1

• 短期均衡は⼀意に決定される
• 労働者は始業時刻と同じ順番でボトルネックに到着・ボトルネックから出発する

→先着順に勤務開始するという法則が妥当である

Proof : Smith(1984), Daganzo(1985), Kuwahara(1990), Lindsey(2004)

Lemma 1

短期均衡通勤コスト𝒄 𝑵 = c+∗ 𝐍 +∈(のヤコビ⾏列𝛁𝒄(𝑵)は対称であり半正定値である

Proof : Appendix A.1.
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半正定値⾏列(𝐴)
任意の実ベクトル𝑥に対して 𝐴𝑥, 𝑥 ≥ 0が成⽴



Long-run equilibrium -Potential game-

Monderer and Shapley(1996), Sandholm(2001)よりゲーム𝑮がポ
テンシャルゲームとなるには，次の条件を満たす連続微分
可能な関数𝑷(ポテンシャル関数)が存在する必要がある
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集団ゲーム𝑮 (𝑮 = {𝑆, 𝐼, 𝒖}とする)
プレイヤーの集合 𝑆 ≡ [0, 𝑁]
戦略集合 𝐼 ≡ {1,2, … , 𝑇}
利得関数 𝒖 𝑵 = 𝐹! 𝑵 − 𝑐!∗ 𝑵 !∈(

⻑期均衡はこのゲームのNash均衡となる

𝑢(𝑁)が連続微分可能の場合

↔ (Sandholm(2001)より)

“externality symmetry”

𝒖 𝑵 = 𝑭 𝑵 − 𝒄 𝑵 = 𝛼 𝐻𝑬 − 𝜏𝑫 𝑵 − 𝒄(𝑵)
𝑬 : 全要素が1のT*T⾏列
𝑫 : 𝑖, 𝑗 が|𝑖 − 𝑗|のT*Tの対称テプリッツ⾏列

𝐹! = ∫#%
#%$% 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝛼 ∑&'( 𝐻 − 𝜏 𝑖 − 𝑘 𝑁& より

𝒖 𝑵 のヤコビ⾏列∇𝒖 𝑵 は対称

Externality symmetryが成り⽴ち，ゲーム
𝑮はポテンシャルゲームである！

Lemma1

𝐹& = -
(!

(!)*
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝛼1

+,-

𝐻 − 𝜏 𝑖 − 𝑘 𝑁+



Long-run equilibrium -Potential game-

Proposition 2
ゲーム𝑮は次のポテンシャル関数を持つポテンシャルゲームである

Proof : Appendix A.2.
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𝑃 𝑵 = 𝑃, 𝑵 − 𝑃-(𝑵)
∇𝑃, 𝑵 = 𝑭 𝑵 , ∇𝑃- 𝑵 = 𝒄(𝑵)

𝑃, 𝑵 :	⽣産性効果による正の外部性を表す凸関数
𝑃- 𝑵 : 混雑による負の外部性を表す凸関数

𝐹! = ∫#%
#%$% 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝛼 ∑&'( 𝐻 − 𝜏 𝑖 − 𝑘 𝑁& より積分して 𝑃! =

!
&
∑'∈) 𝐹' 𝑵 𝑁'

ポテンシャルゲームの均衡はポテンシャル関数の最⼤化問題を解けばいい

ゲーム𝐺の均衡集合＝★のKKT点の集合・・・★

𝐹& = -
(!

(!)*
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝛼1

+,-

𝐻 − 𝜏 𝑖 − 𝑘 𝑁+



Long-run equilibrium -Uniqueness-

★のKKT点の集合が⻑期均衡
→ポテンシャル関数𝑃(𝑵)の形状による

• 𝑃(𝑵)が単峰なら均衡は⼀意，多峰なら⼀意ではない

𝑃, 𝑵 ,𝑃-(𝑵)の凸性から𝑃(𝑵)は⼀般的に単峰ではない

Lemma 2  ⻑期均衡は⼀般に⼀意ではない
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・・・★

𝑃 𝑵 = 𝑃, 𝑵 − 𝑃-(𝑵)
∇𝑃, 𝑵 = 𝑭 𝑵 , ∇𝑃- 𝑵 = 𝒄(𝑵)



Long-run equilibrium -Stability-

⻑期均衡の局所的な漸近安定性

均衡状態への調整ダイナミクス�̇� = 𝑽(𝑵)を定義
特に次の条件を満たすadmissible dynamicsを考える．

• 𝑽 𝑵 d 𝒖 𝑵 > 𝟎 whenever 𝑽 ≠ 𝟎,
positive correlation : 調整ダイナミクスと利得関数が正の相関をもつ

• 𝑽 𝑵 = 𝟎の場合，𝑵はゲーム𝑮のNash均衡
調整ダイナミクスの定常状態がゲーム𝑮のNash均衡と⼀致する

admissible dynamics : best response dynamic, Brown-von Neumann-Nash dynamic, projection dynamicを含む⼀般的なダイナミクス

ポテンシャルゲームの均衡
→ポテンシャル関数を局所的に最⼤化する場合（Nash均衡）は，admissible dynamicsの元で漸近的に安定．局所的に最⼩
化する場合は不安定(Sandholm(2001))．

均衡状態の安定性はポテンシャル関数の形状から確認することができる！
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漸近安定性
• 定常状態からずれても，時間の経過とともに

元の状態に戻ることができること

�̇�：𝑵の変化速度



A simple example

• 𝑇 = 2(始業時刻が2種類), 𝑠 𝑥 = 𝛽𝑥-（𝛽:正の定数項）
• FIFOを満たすために𝛽𝑁 ≤ 𝜇とする
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全ての企業で始業時刻が同⼀ 時差出勤が実現
渋滞が発⽣する時間帯(rush 
hour)が1区間

時差出勤が実現
渋滞が発⽣する時間帯(rush 
hour)が2区間

𝜏 ≤ .
-/

の場合成⽴ 𝜏 > .
-/

の場合成⽴



A simple example
Proposition2より
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𝑃 𝑵 = 𝑃, 𝑵 − 𝑃-(𝑵)
∇𝑃, 𝑵 = 𝑭 𝑵 , ∇𝑃- 𝑵 = 𝒄(𝑵)

← 𝐹&= ∫(!
(!)* 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝛼∑+,- 𝐻 − 𝜏 𝑖 − 𝑘 𝑁+を積分

を所与(おそらく)とする→積分

安定性
ポテンシャル関数を局所的に最⼤化する場合は，admissible dynamicsの元で漸近的に安定な⻑期均衡(𝑁.)．
局所的に最⼩化する場合は不安定な⻑期均衡(𝑁/)．

ポテンシャル関数𝑃(𝑁,)を微分して局所最⼤or最⼩を考える

𝜏, 𝜇が⼩さいほど始業時刻に均等に労働者が分かれる時差出勤の状態が安定均衡状態として実現しやすい



A simple example

ボトルネックの容量を拡張する場合
(𝜇 → 1.5𝜇)

• pattern2.2→pattern1に変化

2024/06/20 理論談話会 #13 21

総待ち時間コスト𝑄0 (before), Q1 (after)

𝑸𝒃 < 𝑸𝒂となり，ボトルネックの容量拡張が混雑を悪化させている
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4. Social optimum



Social optimum

• Stable equilibrium
各労働者がそれぞれ到着時刻や企業を決める，企業はそれぞれ始業時刻を決める結果の状態

• First-best optimum
社会的最適状態(労働者の総効⽤最⼤の状態)→必ず渋滞が完全に解消される場合

• Second-best optimum
政策⽴案者が労働者の短期的な⾏動をコントロールできない場合の社会的最適状態．つまりボトル
ネックでの渋滞を取り除くことができない場合の最適解．
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First-best optimum

• 社会的最適状態：労働者の総効⽤最⼤化の場合と定義
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𝑢# 𝑡 = 𝑤# − 𝑐#(𝑡)

𝑛& 𝑡 : 時刻𝑡にCBDに到着する労働者𝑖の数
𝑊! ∶労働者の総賃⾦
𝑊" : 総通勤コスト

𝑐# 𝑡 = 𝑞 𝑡 + 𝑠 𝑡 − 𝑡#

⽣産の正の外部性

混雑の負の外部性

ボトルネックでの待ち⾏列は社会的最適状態では0になる(Vickrey (1969) など)

短期均衡での𝑛!(𝑡)を得る

短期では𝐹& 𝑵 ,𝑁&は固定なので



First-best optimum

Lemma 4 𝑍 𝑵 ＝

𝛻𝑍 𝑵 = 𝑐(𝑵)

Proof. Appendix A.4.

Lemma 5 社会的最適状態における始業時刻の分布𝑵𝟎は次の式を解くことで得られる
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∇𝑃- 𝑵 = 𝒄 𝑵 (Proposition 2)より𝑃- 𝑵 = 𝑍(𝑵)となる

=2𝑃,(𝑵)

min

=𝑃- (𝑵)

短期均衡
𝑃 𝑵 = 𝑃! 𝑵 − 𝑃"(𝑵)

Proposition 4
社会的最適状態での始業時刻分布𝑵𝟎は，安定均衡状態での始業時刻𝑵𝒔よりも集中している

⽣産性効果の影響が強まるので，同じ時間帯
の労働者を増やす⽅向に流れる



Second-best optimum

• 第⼆最適：政策⽴案者が労働者の短期的な⾏動を制御できない場合
（理想的な短期均衡が成⽴していない状態：渋滞を排除できない）
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第⼆最適における始業時刻の分布p𝑁6は以下の解で定義される
p𝑊, ∶労働者の総賃⾦
p𝑊-: 総通勤コスト

Proposition 5

第⼆最適と安定均衡の⽐較

−∑&∈(𝑁&∇-𝑐&∗(𝑵)が正定値：第⼆最適の始業時刻の分布は安定均衡よりも集中（クラスター化）
−∑&∈(𝑁&∇-𝑐&∗(𝑵)が負定値：第⼆最適の始業時刻の分布は安定均衡よりも分散

𝑠(𝑥)が上に凸なので，𝐶&∗(𝑵)は負定値 ⼀般的には第⼆最適における始業時刻の分布p𝑵𝟎は安定均衡における始業時刻
の分布𝑵𝒔より分散する
→分散させる政策の有効性が⽰唆された

𝑐# 𝑡 = 𝑞 𝑡 + 𝑠 𝑡 − 𝑡#



Pigouvian policies : First-best optimum 

社会的最適状態のためのピグー政策𝒑
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𝒑 = 𝑭 𝑵𝟎 = 𝛼 𝐻𝑬 − 𝜏𝑫 𝑵𝟎

ゲーム𝐺7 = 𝑆, 𝐼, 𝒖𝑷 （𝒖𝒑 𝑵 = 𝒖 𝑵 + 𝒑）とみなせる

ポテンシャル関数𝑃: 𝑵 : 𝑃: 𝑵 = 𝑃 𝑵 + 𝒑 d 𝑵

始業時刻の分布がクラスター化
（Proposition 4を満たす）

∇𝑝7(𝑵)は負定値より，ピグー税政策のもとでは社会的最適状態
𝑵𝟎は安定均衡となる． (Proposition 6)

3章の数値実験で確認



Pigouvian policies : Second-best optimum 

第⼆最適状態のためのピグー政策I𝑷
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ゲーム v𝐺7 = 𝑆, 𝐼, w𝑢𝑷 （x𝒖𝒑 𝑵 = 𝒖 𝑵 + x𝒑）とみなせる
ポテンシャル関数 v𝑃7 𝑵 : v𝑃7 𝑵 = 𝑃 𝑵 + x𝒑 d 𝑵

x𝒑 =
1
2 𝑐 y𝑵𝟎 − 𝛁𝒄 y𝑵𝟎 y𝑵𝟎

Proposition 7
ピグー政策y𝑷のもとで，次の条件を満たす場合にのみ第⼆最適状態の均衡y𝑁6は安定



Pigouvian policies : Second-best optimum 
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3章の数値実験を⽤いる
始業時刻の分布が分散している
（Proposition 5を満たす）

𝜏によってはy𝑁,6 = 𝑁,;(不安定な均衡)となる

→第⼆最適状態の均衡解は不安定になる場合がある



Conclusions

1.2.3章
ボトルネックでの渋滞を考慮する始業時刻選択モデル＋ポテンシャルゲームを利⽤した解法の提案

• 始業時刻の均衡分布が⼀意ではない
• 均衡の安定性はポテンシャル関数の形状からわかる
• ボトルネックの容量拡⼤が混雑を悪化させる可能性がある

4章
ピグー政策の効果の確認

• ボトルネックでの渋滞を排除できない場合，ピグー政策(税/補助⾦)によって最適な状態に持ってい
くことができない場合がある

展望
• 始業時刻選択以外のモデルにも適応できる：Arnott(1998)のような場所選択モデルなど
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所感
• 2年連続でポテンシャルゲームの論⽂を読んだので，3章の均衡までは結構理解できたと思う．
• 4章での均衡と最適の違いは相変わらず苦⼿で難しかった．
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