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⽂献紹介

• 2011年出版
• 組み合わせ最適化問題において，厳密/近似最適化における反復⼿法を説明
• 学部上級~⼤学院初級レベルの組み合わせ最適化の⼊⾨書に適している
• 著者は，みなComputer Scienceの研究者で，組合せ最適化などが専⾨
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マトロイド
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スタートアップゼミ 最適化課題2023解説 ChatGPT

要するに、マトロイドは、集合と部分集合の中で特定の性質を持
つものを扱う数学的な道具です。
これは、最適化問題や組み合わせ問題を解く際に⾮常に便利です。



マトロイド
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マトロイドに対しては，貪欲アルゴリズムが必ず最適解を出⼒する

定理 次の２つは同値．

１．任意の重み関数𝑤 ∶ 𝐸 → ℝ! に対して，貪欲アルゴリズムが最適解を出⼒する

２．独⽴集合族ℱがマトロイドである

⾮空な有限集合𝐸，独⽴集合族ℱ ⊆ 2"



「第５章 マトロイド」
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マトロイドの性質を利⽤して、重要な組み合わせ問題を抽象化し、効率的な解法を提供する

1. Preliminaries
2. Maximum Weight Basis

3. Matroid Intersection

4. Duality and Min-Max Theorem

5. Minimum Bounded Degree Matroid Basis

6. k Matroid Intersection

最⼤重み基問題

最⼤重み交差マトロイドを求める問題

2.と3.の双対問題と最⼩最⼤定理

次数制約つき最⼩コスト基問題

K個マトロイドの交差問題

ʻ最も重要な多項式時間解可能な問題ʼ
→解が整数となることを⽰す

ʻNP困難なマトロイド最適化問題ʼ
→近似アルゴリズムを⽰す

それぞれ拡張



「第５章 マトロイド」構成

1. Preliminaries
2. Maximum Weight Basis

3. Matroid Intersection

4. Duality and Min-Max Theorem

5. Minimum Bounded Degree Matroid Basis

6. k Matroid Intersection
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4種類の問題 説明の流れ

最⼤重み基問題

最⼤重み交差マトロイドを求める問題

2.と3.の双対問題と最⼩最⼤定理

次数制約つき最⼩コスト基問題

K個マトロイドの交差問題

線形緩和問題の定式化

極値解の特徴づけ

反復アルゴリズム

正当性の証明

問題の概説



良かった点・悪かった点
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良かった点

• アルゴリズムの正当性が担保されている，またそのことを理解しやすい構成

• 応⽤例が都度⽰されている点

悪かった点(全て発表者の実⼒不⾜に依るものだが…)

• 前置きが⼗分でないので，初学者には向かない

• マトロイドの概念⾃体が⾼度に抽象化されておりとっつきにくいものであるので，具体例
がもっと欲しかった

• その点，先ほど紹介した授業資料は⼤変分かりやすい

• 5章単体では理解が難しい

• 全域⽊やネットワーク⾏列などの定理を多く証明に使⽤

• 本来なら，１冊全部読み通して発表するべきだった



有⽤性
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• 多くの組み合わせ最適化を⼀般/抽象化できる

• 効率的な求解アルゴリズムをの正当性を証明

交通分野への応⽤：グラフ・ネットワークの多くの問題に対応(ネットワークフロー・マッチング)

• ネットワーク最適化

• 交通流最適化

• 輸送計画最適化

最⼩全域⽊
⼆部グラフ



本⽇の発表の⽅針

1. Preliminaries

2. Maximum Weight Basis
3. Matroid Intersection
4. Duality and Min-Max Theorem

5. Minimum Bounded Degree Matroid Basis
6. k Matroid Intersection

本⽇の発表内容のうち，1.Preliminariesには，岡本吉央先⽣の電気通信⼤学「離散最適化基礎論」2015年講義資料に準拠した内容を含みます．マトロ
イドの基礎について，証明などより詳細かつ丁寧な理解のために，適宜リンク先資料を参照して下さい．(本発表では，時間の都合上証明は省略)
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⽬標：
利⽤されているマトロイドの性質を理解した上で
「問題」と「定式化」と「アルゴリズム」を理解
→アルゴリズムの正当性を理解

「マトロイド」について概観

http://dopal.cs.uec.ac.jp/okamotoy/lect/2015/matroid/


「集合族」とは，「部分集合からなる集合」

• 集合𝑆のすべての部分集合の族(𝑆の冪集合)を2#と記す．
• 𝑆上の集合族ℱとは， 2#の部分集合

冪集合

例)𝐴 = {𝑎, 𝑏}の冪集合は，2$ = {∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}}
B = {𝑎, 𝑏, 𝑐}の冪集合は，2% = {∅, 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 , 𝑎, 𝑏 , 𝑏, 𝑐 , 𝑎, 𝑐 , {𝑎, 𝑏, 𝑐}}

集合族
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1. Preliminaries

2# = {Ε|E ⊆ 𝑆}

{𝑎, 𝑏, 𝑐}

𝑎, 𝑏 𝑎, 𝑐 {𝑏, 𝑐}

{𝑎} {𝑏} {𝑐}

∅



• 𝑆 : マトロイドℳの台集合(ground set) ‒⾮空な有限集合

• ℐ：独⽴集合族

• 𝑆の部分集合𝐴(𝐴 ⊆ 𝑆)が，
ℐの要素であるとき(𝐴 ∈ ℐ)，Aは独⽴(independent)である
ℐの要素でないとき(𝐴 ∉ ℐ)，Aは従属(dependent)である

1. Preliminaries マトロイドの定義

定義 マトロイド
ℐが次の性質を持つ⾮空部分集合族であるとき，ℳ = (𝑆, ℐ)はマトロイドである．

例
𝑆 = {1,2,3,4}，
ℐ = {Ø, 1 , 2 , 3 , 4 , 1,3 , 1,4 , 2,3 , 2,4 }

(1) Ø ∈ ℐ
(2) 𝐴 ∈ ℐかつB ⊆ 𝐴ならば， B ∈ ℐ

(3) 𝐴, 𝐵 ∈ ℐかつ 𝐵 > |𝐴|ならば，ある𝑥 ∈ 𝐵 ∖ 𝐴が存在して，𝐴 ∪ {𝑥} ∈ ℐ

Iterative Methods in Combinational Optimization 
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• 極⼤な独⽴集合

マトロイドの性質

𝐵, 𝐵′がマトロイドℳ = (𝑆, ℐ)の基であるとして，以下の性質を持つ

I. X ⊆ 𝐵ならば，X ∈ ℐ

II. B = 𝐵&

III. 任意の𝑥 ∈ 𝐵に対して，ある𝑥 ′ ∈ 𝐵′が存在して， 𝐵 − 𝑥 ∪ {𝑥′}もℳ = (𝑆, ℐ)の基

1. Preliminaries マトロイドの基

マトロイドの基(basis)
マトロイドℳ = (𝑆, ℐ)の基とは，次を満たす独⽴集合B ∈ ℐ

任意の𝑥 ∈ 𝑆 ∖ Bに対して，B ∪ {𝑥} ∉ ℐ

同濃度性 ‒all bases have the same cardinality 

基交換定理
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1. Graphic	Matroid	–グラフ的マトロイド

2. Uniform	Matroid	–⼀様マトロイド

3. Partition	Matroid	–分割マトロイド

4. Linear	Matroid	–線形マトロイド

5. Matroid	Restriction	–マトロイドの制限

1. Preliminaries マトロイドの例
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点集合𝑉，枝集合𝐸を持つ無向グラフ𝐺 = (𝑉, 𝐸)を考える．

𝐺のグラフ的マトロイドは，以下のように定義される．

ℐ' ：枝集合の部分集合のうち，閉路を含まないのもの全体

1. Preliminaries グラフ的マトロイド
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ℳ' = 𝐸, ℐ'
𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 ℐ' = {F ⊆ 𝐸|𝐹 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑖𝑛𝑠 𝑛𝑜 𝑐𝑦cles}

引⽤元

https://en.wikipedia.org/wiki/Graphic_matroid


有限集合𝑆と⾮負整数𝑘を考える．

階数𝑘がである⼀様マトロイドは，以下のように定義される．

1. Preliminaries ⼀様マトロイド
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ℳ#
( = 𝑆, ℐ(

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒ℐ( = {𝑇 ⊆ 𝑆 ∶ 𝑇 ≤ k}

例
𝑆 = 1,2,3,4 , k = 2のとき

𝐼( = {Ø, 1 , 2 , 3 , 4 , 1,2 , 1,3 , 1,4 , 2,3 , 2,4 , {3,4}}
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マトロイドℳ = (𝑆, ℐ) と集合𝑇 ⊆ 𝑆について，

集合𝑇に対するマトロイドℳの制限とは以下の通り

1. Preliminaries マトロイドの制限
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ℳ) = 𝑇, ℐ)
𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒ℐ) = {𝑅 ∶ 𝑅 ∈ ℐ, 𝑅 ⊆ 𝑇}
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マトロイドの階級関数の性質-(1)

I. A ⊆ 𝑆ならば，𝑟 𝐴 ≤ 𝐵

II. A ∈ ℐであることは， 𝑟 𝐴 = 𝐴 であることと同値

III. A ⊆ 𝐵ならば， 𝑟 𝐴 ≤ 𝑟 𝐵

IV. A ⊆ 𝑆かつ，𝑥 ∈ 𝑆ならば，𝑟 𝐴 ∪ {𝑥} ≤ 𝐴 + 1

1. Preliminaries マトロイドの階級関数

定義 階級関数
マトロイドℳ = (𝑆, ℐ) について，𝑀の階級関数𝑟*: 2+ → ℤは次のように定義される．

𝑟* 𝑇 = max
,⊆),,∈ℐ

|𝑈|

以降，簡単のため添字𝑀は省略

単位増加性

単調性
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補題 マトロイドの階級関数の性質 劣モジュラ性 (submodular)

1. Preliminaries マトロイドの階級関数

定義 階級関数
マトロイドℳ = (𝑆, ℐ) について，𝑀の階級関数𝑟*: 2+ → ℤは次のように定義される．

𝑟* 𝑇 = max
,⊆),,∈ℐ

|𝑈|

以降，簡単のため添字𝑀は省略

劣モジュラ不等式𝑟 𝐴 + 𝑟 𝐵 ≥ 𝑟 𝐴 ∪ 𝐵 + 𝑟(𝐴 ∩ 𝐵)

Iterative Methods in Combinational Optimization 
Chap.5 Matroid 20



1. Preliminaries マトロイドの操作

定義 除去(deletion)
マトロイドℳ = (𝑆, ℐ)と𝑥 ∈ 𝑆について， ℳから𝑥を除去して得られるマトロイドℳ ∖ 𝑥は次の
ように定義される．

ℳ ∖ 𝑥 = (S ∖ 𝑥 , ℐ′)

ただし，ℐ& = {𝑇 ∖ 𝑥 : 𝑇 ∈ ℐ}

S ∖ 𝑥 の部分集合𝑇について，

マトロイドℳ ∖ 𝑥の階級関数𝑟1はℳの階級関数を𝑟として，次の式で表される

𝑟1 𝑇 = 𝑟(𝑇)
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1. Preliminaries マトロイドの操作

定義 縮約(contraction)
マトロイドℳ = (𝑆, ℐ)と𝑥 ∈ 𝑆について， ℳから𝑥を縮約して得られるマトロイドℳ/𝑥は次の
ように定義される．

ℳ/𝑥 = (S ∖ 𝑥 , ℐ′′)

ただし， 𝑥 が独⽴のとき， ℐ&′ = {𝑇 ⊆ 𝑆 ∖ 𝑥 : 𝑇 ∪ {𝑥} ∈ ℐ}

𝑥 が従属のとき， ℐ&& = ℐ

S ∖ 𝑥 の部分集合𝑇について，

マトロイドℳ/𝑥の階級関数𝑟2はℳの階級関数を𝑟として，次の式で表される

𝑟2 𝑇 = 𝑟 𝑇 ∪ 𝑥 − 𝑟({𝑥})

𝑥 が従属のとき， ℳ ∖ 𝑥 = ℳ/𝑥
Iterative Methods in Combinational Optimization 
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2. Maximum Weight Basis 最⼤重み基問題

マトロイドℳ = 𝑆, ℐ と重み関数𝑤: 𝑆 → ℝについて，最⼤の重みを持つマトロイドℳの基を求める

具体例：

最⼩全域⽊問題 : 連結グラフの全ての頂点を含み、辺の重みの総和が最⼩となるような⽊

グラフ的マトロイドにおいて，エッジのコストを重みの負の値とすることで求解可能

◯連結グラフにおける全域森(閉路を含まない：spanning forest)は，グラフ的マトロイドにおける
「独⽴集合」に相当

◯連結グラフにおける全域⽊(連結かつ閉路を含まない：spanning forest)は，グラフ的マトロイドに
おける「基」に相当
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線形計画法での定式化2. Maximum Weight Basis

𝑥3 = �1, 𝑒 𝑖𝑠 𝑖𝑛 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

𝑥 𝑇 =�
3∈)

𝑥3

変数𝑥の整数条件を緩和した𝐿𝑃456(𝑀)の定式化，ただし

𝑇は台集合𝑆の任意の部分集合

解法：指数関数的なサイズであるため，各𝑇 ⊆ 𝑆について𝑥(𝑇) ≤ 𝑟(𝑇)を確認する制約分離が必要
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極値解の特徴づけ2. Maximum Weight Basis

定義2.1 チェーン(chain)

ある部分集合ℒ ⊆ 2#の任意の𝐴, 𝐵 ∈ ℒに対して，𝐴 ⊆ 𝐵または𝐵 ⊆ 𝐴が成り⽴つとき，
ℒはチェーンである．

→「線形独⽴な制約条件の集合がチェーンを形成するように選ぶことができる」ということを⽰す

（制約条件の集合を包含関係で結ぶことができるチェーンの特性を利⽤することで、線形計画問題の
極値解を特定する）

解法：指数関数的なサイズであるため，各𝑇 ⊆ 𝑆について𝑥(𝑇) ≤ 𝑟(𝑇)を確認する制約分離が必要
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補題2.2 U, V ∈ ℱであるとき，𝑈 ∩ 𝑉と𝑈 ∪ 𝑉はともにℱに含まれる．

さらに

極値解の特徴づけ2. Maximum Weight Basis

𝜒 𝑈 + 𝜒 𝑉 = 𝜒 𝑈 ∩ 𝑉 + 𝜒(𝑈 ∪ 𝑉)

Iterative Methods in Combinational Optimization 
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⽬標：線形独⽴な制約条件の集合がチェーンを形成するように選ぶことができる,ということを⽰す
𝐿𝑃456(𝑀)の極値解𝑥について，ℱ = {𝑇 ⊆ 𝑆 ∶ 𝑥 𝑇 = 𝑟(𝑇)}をタイトな制約の集合であるとする
集合𝑇 ⊆ 𝑆 について，ℝ|#|における特徴ベクトルを𝜒(𝑇)と定める．𝜒(𝑇)は各要素𝑒について， 𝑒 ∈ 𝑇の
とき１，それ以外で0をとる

→ ℱが共通部分と和集合について閉じていることを⽰す

(証明略)
※タイトな制約
解が制約条件の等号（厳密に⼀致）を満たす場合に発⽣する制約
解が制約条件の境界に位置している状態を表す→解の可能な範囲を制限し、最適解の特性を特定する上で重要



極値解の特徴づけ2. Maximum Weight Basis

補題2.3 ℒがℱの最⼤チェーン部分族である場合、𝑠𝑝𝑎𝑛(ℒ) = 𝑠𝑝𝑎𝑛(ℱ)となる。
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(証明略)

補題2.2より以下が導かれる

意味：極値解をより単純な構造であるチェーンによって特徴付けることができることを⽰す

ここから，以下の補題が導かれる

補題2.4 𝑥が各要素𝑒 ∈ 𝑆に対して𝑥3 > 0である𝐿𝑃456(𝑀)の極値解であるとき，以下を満たすような
チェーンℒが存在する．

I. 各𝑇 ⊆ ℒに対して，𝑥 𝑇 = 𝑟(𝑇)

II. {𝜒 𝑇 ∶ 𝑇 ⊆ ℒ}に含まれるベクトルは線形独⽴である

III. | ℒ |=| 𝑆 |

(証明略)

𝑠𝑝𝑎𝑛：ベクトルの張る空間



反復アルゴリズム2. Maximum Weight Basis

線形計画法から整数解を導く反復アルゴリズムと，線形計画法の定式化が整数解を持つことを⽰す

最⼤重みマトロイド基の反復アルゴリズム
１．初期化：𝐵 → Ø
２．𝐵が基でない限り，(a)(b)を実⾏

(a) 𝐿𝑃456(𝑀)の極値解𝑥⾒つけ， ℳから𝑥3 = 0である各𝑒を削除する：ℳ →ℳ ∖ e
(b) 𝑥3 = 1である要素𝑒が存在すれば， 𝐵を𝐵 ← 𝐵 ∪ {𝑒}で更新し，ℳ →ℳ /eとする

３． 𝐵を返す

Iterative Methods in Combinational Optimization 
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アルゴリズムの正当性2. Maximum Weight Basis

Iterative Methods in Combinational Optimization 
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証明
⽅針：背理法

すべての 𝑒 ∈ 𝑆 に対して 0 < 𝑥3 < 1であると仮定する．補題2.4から，チェーンであるℒが
存在し，| ℒ |=| 𝑆 |．
ここで， 𝑥3は整数ではないため，チェーンにはには単⼀の要素が存在しない．したがって，
チェーン内の連続する２集合は少なくとも２要素で異なり，|𝐿| ≤ |𝑆|/2となる．ここに⽭
盾が⽣じる．

→アルゴリズムが終了することを証明する補題

補題2.5 𝐿𝑃456(𝑀)の極値解𝑥について、すべての要素𝑒に対して𝑥3 > 0が成り⽴つ場合、少なくとも
1つの要素𝑒が𝑥3 = 1を満たす。



アルゴリズムの正当性2. Maximum Weight Basis

定理2.6 最⼤重みマトロイド基の反復アルゴリズムは，多項式時間で最⼤重み基を返す
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証明
⽅針：アルゴリズムの反復回数に関する帰納法
仮定：
現在の反復におけるマトロイドをℳ = 𝑆, ℐ とする．

アルゴリズムが 𝑥! = 0となる要素 𝑒 を⾒つけた場合、マトロイドを ℳ ∖ 𝑒に更新．
ここで、 𝑆 ∖ {𝑒}に制限された𝑥である𝑥′は，線形計画問題 𝐿𝑃"#$(ℳ ∖ 𝑒)の実⾏可能解である．これは、
ℳ ∖ 𝑒の階級関数が ，𝑒 を含まない集合上の ℳ の階数関数と同⼀であることから確認できる．
帰納法により、重みが少なくとも 𝑤 · 𝑥′であるℳ ∖ 𝑒の基 𝐵 を⾒つけることができる．𝐵 はまた ℳ の
基でもあり、少なくとも 𝑤 · 𝑥′ = 𝑤 · 𝑥 のコストを持つ．したがって、仮定は真である．

アルゴリズムが 𝑥! = 1となる要素 𝑒 を選択した場合，マトロイド ℳ を ℳ /e、𝐵 を 𝐵 ∪ 𝑒 に更新．
ℳ の階数関数を 𝑟、 ℳ /eの階数関数を 𝑟′とする．任意の集合 𝑇 ⊆ 𝑆 ∖ {𝑒}に対して、𝑥′(𝑇) = 𝑥(𝑇 ∪
{𝑒}) − 𝑥! = 𝑥(𝑇 ∪ {𝑒}) − 1 ≤ 𝑟(𝑇 ∪ {𝑒}) − 1 = 𝑟′(𝑇)であることから，𝑥 は 𝑆 ∖ {𝑒}上に制約された
解として適切な解 𝑥′である．帰納法の仮定により、𝑀/𝑒 の重みが少なくとも 𝑤 · 𝑥′である基	𝐵′を得る
ことができる．𝐵′ ∪ {𝑒} は重みが少なくとも 𝑤 · 𝑥′ + 𝑤𝑒 = 𝑤 · 𝑥 である ℳ の基となる．したがって、
仮定は真である．

→返された解が最⼤重み基であることを証明する定理



アルゴリズムの正当性2. Maximum Weight Basis

→ 𝐿𝑃456(𝑀)が最⼤重み基問題の厳密な定式化であることが⽰される

定理2.6 最⼤重みマトロイド基の反復アルゴリズムは，多項式時間で最⼤重み基を返す

定理2.7 𝐿𝑃456(𝑀)の極値解はマトロイドℳの基である
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→アルゴリズムが終了することを証明する補題

補題2.5 𝐿𝑃456(𝑀)の極値解𝑥について、すべての要素𝑒に対して𝑥3 > 0が成り⽴つ場合、少なくとも
1つの要素𝑒が𝑥3 = 1を満たす。

→返された解が最⼤重み基であることを証明する定理



マトロイドの交差

マトロイドの交差(intersection)
マトロイドℳ1 = 𝑆, ℐ1 とℳ2 = 𝑆, ℐ2 について，マトロイドの交差とは，次の集合族ℐ1 ∩ ℐ2

ℐ1 ∩ ℐ2 = {𝑋|𝑋 ∈ ℐ1, 𝑋 ∈ ℐ2}}

• マトロイドの交差がマトロイドであるとは限らない

Iterative Methods in Combinational Optimization 
Chap.5 Matroid 33

３. Matroid Intersection

マトロイドの合併(union)
マトロイドℳ1 = 𝑆, ℐ1 とℳ2 = 𝑆, ℐ2 について，マトロイドの合併とは，次の集合族ℐ1 ∨ ℐ2

ℐ1 ∨ ℐ2 = {𝑋1 ∩ 𝑋2|𝑋1 ∈ ℐ2, 𝑋1 ∈ ℐ2}}

• マトロイドの合併はマトロイド



３. Matroid Intersection 最⼤重みマトロイド交差問題

マトロイドℳ1 = 𝑆, ℐ1 とℳ2 = 𝑆, ℐ2 ，重み関数𝑤: 𝑆 → ℝが与えられたとき，

最⼤の重みを持つ， ℳ1とℳ2の両⽅で独⽴な集合𝑇 ⊆ 𝑆を求める問題

つまり，

※対象は「2個のマトロイドの交差」．(3個以上の問題は⼀般的にNP-hard)																																																																																																																								

具体例：
• ⼆部グラフにおける最⼤重みマッチング
⼆部グラフとは、頂点が2つのグループに分かれており、辺は⽚⽅のグループから他⽅のグルー
プへの接続を表すグラフ．最⼤重みマッチングでは、各辺に重みが割り当てられており、全体の
重みが最⼤となるような辺の集合を⾒つける．

• 最⼤重み有向⽊問題
有向⽊とは、ある頂点を根とし、他の頂点への有向辺だけを含む⽊．最⼤重み有向⽊問題では、
各辺に重みが割り当てられており、根から葉への経路の重みの総和が最⼤となるような有向⽊を
⾒つける．
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線形計画法での定式化

𝑥3 = �1, 𝑒 𝑖𝑠 𝑖𝑛 𝑡ℎ𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑒𝑡
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒 𝑟9 𝑇

変数𝑥の整数条件を緩和した𝐿𝑃9:6(ℳ1,ℳ2)の定式化，ただし

マトロイドℳ9における𝑇の階数関数

解法：分離オラクル(候補解を与えられた際に、その解が特定の制約を満たすかどうかを判定する⼿
続き)を得るためには， 𝐿𝑃9:6(ℳ1,ℳ2)の不等式を分離すればよい

←各マトロイドℳ1とℳ2に対して独⽴オラクルが与えられる場合に可能
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３. Matroid Intersection
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３. Matroid Intersection 極値解の特徴づけ

⽅針：タイトな制約集合が，2個のチェーンの合併として選ぶことができることを⽰す

与えられた𝐿𝑃9:6(ℳ1,ℳ2)の極値解に対して，タイトな制約集合をそれぞれℱ1 = {

}

𝑇 ⊆ 𝑆 ∶ 𝑥 𝑇 =

𝑟1 𝑇 , ℱ2 = 𝑇 ⊆ 𝑆 ∶ 𝑥 𝑇 = 𝑟2 𝑇 とする
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３. Matroid Intersection 極値解の特徴づけ

補題3.1 𝐶1, 𝐶2という2個のチェーンが存在し，𝑠𝑝𝑎𝑛 𝐶1 ∪ 𝐶2 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐹1 ∪ 𝐹2)かつ𝐶1と𝐶2に含まれる
制約は線形独⽴である

(証明略)
ここから，以下の補題が導かれる

補題3.2 𝑥を各要素𝑒 ∈ 𝑆に対して𝑥3 > 0である𝐿𝑃9:6(ℳ1,ℳ2)の極値解とすると，以下を満たすよう
な2個のチェーン𝐶1, 𝐶2が存在する．

I. 各𝑇 ⊆ 𝐶9 に対して，𝑥 𝑇 = 𝑟9 𝑇 ．𝑖 = {1,2}

II. {𝜒 𝑇 ∶ 𝑇 ⊆ 𝐶1} ∪ {𝜒 𝑇 ∶ 𝑇 ⊆ 𝐶2}に含まれるベクトルは線形独⽴である

III. |𝐶1 | + |𝐶1 |=| 𝑆 |

(証明略)



線形計画法から整数解を導く反復アルゴリズムと，線形計画法の定式化が整数解を持つことを⽰す

マトロイド交差の反復アルゴリズム
１．初期化：𝐼 → Ø
２．𝑆 ≠ Øである限り，(a)(b)を実⾏

(a) 𝐿𝑃9:6(ℳ1,ℳ2)の極値解𝑥を⾒つけ，ℳ1,ℳ2から𝑥3 = 0である各𝑒を削除する
i.e., ℳ1 →ℳ1 ∖ e 𝐚𝐧𝐝 ℳ2 →ℳ2 ∖ e
(b) 𝑥3 = 1である要素𝑒が存在すれば，𝐼を𝐼 ← 𝐼 ∪ {𝑒}で更新し， ℳ1, → ℳ1,/e,ℳ2, → ℳ2,/eと
する

３． 𝐼を返す

反復アルゴリズム
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３. Matroid Intersection



アルゴリズムの正当性

補題3.3 𝐿𝑃9:6(ℳ1,ℳ2)の極値解𝑥について、すべての要素𝑒に対して𝑥3 > 0が成り⽴つ場合、少なくと
も1つの要素𝑒が𝑥3 = 1を満たす。

Iterative Methods in Combinational Optimization 
Chap.5 Matroid 39

３. Matroid Intersection

証明
⽅針：背理法

すべての 𝑒 ∈ 𝑆 に対して 0 < 𝑥! < 1であると仮定
↓
補題3.2を利⽤し， 𝐿𝑃%&$(ℳ',ℳ()の極値解𝑥に対して存在する2個のチェーン𝐶', 𝐶(を得る
↓
場合ごとの数え上げを利⽤して，|𝑆| = |𝐶1| + |𝐶2|に⽭盾することを⽰す



アルゴリズムの正当性

定理3.4 マトロイド交差の反復アルゴリズムは、両マトロイドの交差において独⽴した最⼤重み集合
を返す
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３. Matroid Intersection

→返された解が最適であることを確認(定理2.6と同様の証明で導出できる)

(証明略)

→ 𝐿𝑃9:6(ℳ1,ℳ2)が最⼤重みマトロイド交差の厳密な定式化であることも⽰す

定理3.5 𝐿𝑃9:6(ℳ1,ℳ2) の極値解は、マトロイドℳ1,ℳ2の交差における独⽴集合である

→アルゴリズムが終了することを証明する補題

補題3.3 𝐿𝑃9:6(ℳ1,ℳ2)の極値解𝑥について、すべての要素𝑒に対して𝑥3 > 0が成り⽴つ場合、少なくと
も1つの要素𝑒が𝑥3 = 1を満たす。



双対問題と最⼩最⼤定理
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４. Duality and 
Min-Max Theorem

⽬標：
• 最⼤重み基問題と最⼤重みマトロイド交差問題の双対問題について考え、その整数性を⽰す
• マトロイド交差の最⼩最⼤定理を証明する



最⼤重み基問題の双対問題
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４. Duality and 
Min-Max Theorem

𝐿𝑃456(𝑀)の双対問題を𝐿𝑃;456(𝑀)と呼ぶ
部分集合𝑇の双対変数を𝑦(𝑇)とする．重み𝑤3は⾮負整数であるとする．
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４. Duality and 
Min-Max Theorem

これは，次の制限付き線形計画問題𝐿𝑃)*"#$(𝑀)が，𝐿𝑃*"#$(𝑀)と同じ⽬的関数を持つことを意味する．

命題4.1 𝐿𝑃;456(𝑀)には、最適解𝑦が存在し、集合𝐶 = {𝑇 ⊆ 𝑆 ∶ 𝑦(𝑇) > 0}が𝑆のチェーンである

(証明略)

𝐿𝑃<;456(𝑀) 𝐿𝑃;456(𝑀)

𝐶がチェーンである→ 𝐿𝑃<;456(𝑀)の制約⾏列がネットワーク⾏列である→ 𝐿𝑃<456(𝑀)は整数解を持つ

命題4.2 𝐿𝑃;456(𝑀)の線形計画問題定式化は𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙である．(整数解を持つ)

最⼤重み基問題の双対問題
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𝐿𝑃9:6(ℳ1,ℳ2)の双対問題を𝐿𝑃;9:6(ℳ1,ℳ2)と呼ぶ
部分集合𝑇の双対変数を𝑦(𝑇)とする．重み𝑤3は⾮負整数であるとする．

最⼤重みマトロイド交差問題の双対問題４. Duality and 
Min-Max Theorem
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４. Duality and 
Min-Max Theorem

(証明略)

𝐿𝑃<;9:6(ℳ1,ℳ2) 𝐿𝑃;9:6(ℳ1,ℳ2)

𝐶1, 𝐶2がチェーンである→ 𝐿𝑃<;9:6(ℳ1,ℳ2)の制約⾏列がネットワーク⾏列である→ 𝐿𝑃<;9:6(ℳ1,ℳ2)は
整数解を持つ

命題4.2 𝐿𝑃<;9:6(ℳ1,ℳ2)の線形計画問題定式化は𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙である．(整数解を持つ)

最⼤重みマトロイド交差問題の双対問題

これは，次の制限付き線形計画問題𝐿𝑃<;9:6(ℳ1,ℳ2)が， 𝐿𝑃;9:6(ℳ1,ℳ2)と同じ⽬的関数を持つことを
意味する．

命題4.3 𝐿𝑃;9:6(ℳ1,ℳ2)には、最適解𝑦が存在し、集合𝐶1 = {𝑇 ⊆ 𝑆 ∶ 𝑦1(𝑇) > 0}及び𝐶2 = {𝑇 ⊆ 𝑆 ∶

𝑦2(𝑇) > 0}がともに𝑆のチェーンである
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４. Duality and 
Min-Max Theorem 最⼤最⼩定理

定理3.5と定理4.4から，マトロイドℳ1,ℳ2の共通独⽴集合における，最⼤最⼩定理(定理4.5)を得るこ
とができる

命題4.5 階数関数がそれぞれ𝑟1, 𝑟2であるマトロイドℳ1 = 𝑆, ℐ1 とℳ2 = 𝑆, ℐ2 が与えられた時， ℐ1
とℐ2における最⼤共通独⽴集合は次の式で与えられる．

定理3.5 𝐿𝑃9:6(ℳ1,ℳ2) の極値解は、マトロイドℳ1,ℳ2の交差における独⽴集合である

命題4.2 𝐿𝑃<;9:6(ℳ1,ℳ2)の線形計画問題定式化は𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙である．(整数解を持つ)
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４. Duality and 
Min-Max Theorem 最⼤最⼩定理

命題4.5 階数関数がそれぞれ𝑟1, 𝑟2であるマトロイドℳ1 = 𝑆, ℐ1 とℳ2 = 𝑆, ℐ2 が与えられた時， ℐ1
とℐ2における最⼤共通独⽴集合は次の式で与えられる．

マトロイドの交差における双対性を⽰す
→これを満たすような𝐼 ∈ ℐ1 ∩ ℐ2と𝑇 ⊆ 𝑆が必ず存在し， 𝐼の最適性を保証できる
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おわりに

• ⾃分の研究への適⽤
• ポート(拠点)配置最適化
• 配⾞におけるマッチング

• 研究で「最適化をやっている」という以上，こういう理論をしっかりと理解しなければいけない
なと感じた

• 当たり前だが，⼀朝⼀⼣(実際は三朝三⼣くらい)で理解できるものではなく，基礎⼒の⽋如を感じ
たのでしっかり勉強したい

• 質疑応答を通して，理解度を上がられるといいなと思っています，よろしくお願いします
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