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離散・連続モデルとは

離散的な選択行動と連続量に関する選択行動が 
部分的に共通な要因で関連付けられている状況を 
記述するモデル

福田・力石(2013)
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離散選択 連続量

商品の種類

活動の種類

購買額

活動時間

Discrete-continuous choice model



離散・連続モデルの類型 3

単数選択 
1つの離散選択肢を選び
これに関する連続選択を

行う

複数選択 
複数の離散選択肢を選び
これらに関する連続選択

を同時に行う

「構造型」 
資源の制約条件を明示的に 
考慮してミクロ経済理論より 
演繹的に導出されたモデル

ロワの恒等式を 
用いたモデル 

(Dubin and McFadden, 
1984)など

MDCEV(Bhat, 2005) 
など

「誘導型」 
資源の制約条件を明示せず， 
統計的な現象記述を第一義と

したモデル

Tobit モデル  
(Tobin, 1958)など

Fang(2008)など

「折衷型」 
ミクロ経済理論への整合性を
考慮した誘導型モデル

Kitamura(1984)など 
↑2つまで



構造型の離散・連続モデル

J 個の異なる財（離散選択肢）とその消費量に対する 
資源制約付きの効用最大化問題

個人iは効用Uiが最大となるようにJ個の財に資源を配分
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個人iの財jに対する消費量

財jの価格

個人iの資源の総量



誘導型の離散・連続モデル

現象を直接的に記述 
離散問題と連続問題の誤差相関を明示的に考慮
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※Tobit モデル  TypeⅡの場合

離散問題 連続問題

共分散構造 尤度関数

評価関数 誤差項

目的関数

評価関数 誤差項

目的関数

離散問題の評価関数が
正のとき（離散選択肢
が選択されるとき） 
連続量が正

相関係数標準正規分布の 
分布関数

標準正規分布の 
確率密度関数



誘導型の離散・連続モデル 6

尤度関数の導出

のとき

を用いて，

多変量正規分布の条件付き分布の性質

※Tobit モデル  TypeⅡの場合



誘導型の離散・連続モデル 7
誘導型モデルの代表例 (福田・力石, 2013)

同一の評価関数
打ち切りモデル

1が正のとき 
だけ2が観測 
される

1の各選択 
結果に対して 
2が観測 
される

選択問題に 
多項ロジット 
を適用

非対称・非線
形な依存関係
を表現

多変量正規分布を仮定 
→線形依存 
　相関の大きさが対称・符号 
　に依存しない

ベイズ推定に
より多変量へ
の拡張が可能
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iの非観測特性が 
加算型だと仮定

間接効用関数

さらに，eijにi.i.d.ガンベル分布を仮定 →Pが多項ロジットモデル

間接需要関数を定義しロワの恒等式を適用
Dubin and McFadden (1984) など

ロワの恒等式 
(Roy’s identity)

選択肢jが 
選ばれる確率

ここで

財xの需要：

jの単価　収入　jの観測特性　iの社会経済属性　非観測特性



構造型の離散・連続モデル

Bhat (2008)
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Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 条件を適用

MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model
（全てでない）複数個の選択肢を同時に消費

効用関数(CES(constant elasticity substitution)型)

xk : 選択肢kの消費量

γk : translation parameter
ψk : 消費量0のときのkの限界効用

αk : satiation parameter

ψk > ψl のとき，消費量0の点では 
lよりkを消費したほうが効用が高い

→消費量0のときの財k, lの 
　限界代替率が ψk / ψl

baseline marginal utility

のときLES(linear expenditure system) 型に



構造型の離散・連続モデル 10

γk : translation parameter 無差別曲線の傾き(限界代替率)に関係

Good 1を1単位手に入れるために 
あきらめてもよいGood 2の量( γk =0.25の場合)

端点解：Good 2の量が 
　　　0になる点( γk =5の場合)

限界代替率低減 (satiation effect)

Bhat (2008)，MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model
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Satiation effect

γk が大きいほど効用の低減率が小さい

Bhat (2008)，MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model

γk : translation parameter



構造型の離散・連続モデル 12

αk : satiation parameter　αk ≦ 1

αk が大きいほど効用の低減率が小さい

αk =1のときsatiation effect がない
perfect substitutes case → single discreteness

ψk が最大の1財を消費

Bhat (2008)，MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model
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αk 小，γk 大 → γk のみの分布に類似

αk 大，γk 小 → αk のみの分布に類似

αk 大，γk 大

αk 小，γk 小
→ αk のみもしくは γk のみのうち適合度のよいものを採用

Bhat (2008)，MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model



構造型の離散・連続モデル
Bhat (2008)，
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MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model

ψk 

効用関数

資源制約

ラグランジュ関数

制約条件付き最大化問題 → KKT 条件

KKT 1階条件

 xk に資源が配分される場合， 
最適配分後の限界効用は同一

xk=0 における限界効用が閾値を超えず 
資源配分が総効用の増加に寄与しない 
→資源が配分されない
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資源が配分される財のうちの1つをk=1の財とすると，

これをKKT条件の式に代入して対数をとると，

Bhat (2008)，MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model

K個のうちM個の選択肢に資源が配分された場合の結合分布は，

Jはヤコビ行列
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Bhat (2008)，MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model

εiにi.i.d.ガンベル分布を仮定すると(スケールパラメータσ)

ここで とおくと となり
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Bhat (2008)，MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model

これを繰り返すと

前ページの式の導出

closed form の式が得られる → M=1のときMNLになる

↖Bhat(2005)参照
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Bhat (2008)，MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model

mixed MDCEV

様々なバリエーション

MDCGEV (Generalized extreme value)

Bhat (2008)

Pinjari (2011)
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Bhat (2008)，MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model

NEV (Nested extreme value)

CNEV (Cross nested extreme value)

Pinjari (2011)

Pinjari (2011)
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Bhat (2008)，MDCEV (Multiple discrete-continuous extreme value) model

MDCP (Multiple discrete-continuous probit) Bhat et al. (2013)

q: 個人

: 個人間の異質性

: 個人内の変動 
  taste variation



効用最大化問題を解くことで連続問題の需要関数を導出し， 
事後的に離散問題を導入

折衷型の離散・連続モデル 21

Kitamura (1984)

1) ラグランジュ未定乗数法により効用最大化問題を解き需要関数を導出

効用関数

確定項の定義

すべてのjに資源を配分する場合の最適配分



効用最大化問題を解くことで連続問題の需要関数を導出し， 
事後的に離散問題を導入

折衷型の離散・連続モデル 22

Kitamura (1984)

2) 各財を消費するかどうかの2項プロビットモデルを導入：離散選択行動

3) 連続問題と離散問題をTypeⅡのTobit モデルで関連づける 
　→端点解（一部の選択肢への配分が0） を考慮した時間配分モデルを構築

ここで



折衷型の離散・連続モデル

Habib (2011)
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MDCEV型の効用関数と誤差相関を複合的に用いたモデル

t=0

離散選択1への 
時間配分 残り時間

離散選択2への 
時間配分 残り時間

離散選択2

離散選択3

残り時間離散選択3への 
時間配分

離散選択1

t=T

離散選択

連続量（資源配分）

資源配分問題のラグランジュ関数

時間制約

MDCEVと同様の計算により，KKT条件から

 c : 逐次的な各選択回において 
　  残りの全体を表す

 V’c : 残りの選択肢全体の 
　　 複合的効用の確定項



折衷型の離散・連続モデル

Habib (2011)
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離散問題

εkにi.i.d.ガンベル分布を仮定

連続問題 ε’kにi.i.d.ガンベル分布を仮定（スケールパラメータσ）
Johnson et al. (1995) 
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変数変換定理 (Kottegoda and Rosson, 2008) より(tの分布に変換)

Habib (2011)

Lee (1983) に基づき離散，連続問題の誤差分布を正規分布に変換

Φ-1: 標準正規分布関数 
　　の逆関数
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Habib (2011)
2変量正規分布の同時分布 (相関係数 ρjt)

個人iの観測 j=1,..., n (t=0からt=Tまで)に関する尤度関数
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