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発表の構成
• 数理最適化/ミクロ経済学における双対概念

• ロジットモデルと双対性

• ランダム効用理論と摂動効用理論

• 一般化エントロピーモデル

[付録] 

• 合理的無反応 (Rational Inattention) モデル

• ログサム変数の導出
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双対性(Duality)とは
•互いに対になっている2つの対象の間の関係

n図形：正六面体⇔正八面体
正十二面体⇔正二十面体

（双対多面体：与えられた正多面体の各面の中心に
頂点を取り，それらを結んで造られる立体）

n論理：論理和 ∨ ⇔ 論理積 ∧

n電気と磁気：e.g. 電束密度⇔磁束密度
n制御工学：伝達関数表現⇔状態空間表現
n電気工学：e.g. 並列⇔直列
n最適化問題の双対性
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https://ja.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%8C%E5%AF%BE

From Duality Principle to Duality Technology

Table 1: Duality in electric networks [15]

枝 枝
ループ カットセット
木 補木
開放 短絡

（グラフの）階数 （グラフの）零度
直列 並列
電流 電圧

インピーダンス アドミッタンス
抵抗 コンダクタンス

インダクタンス 容量

整理することであろう．これについては，第 2章で一般
的な考察を行った後に，基本的な例として線形空間の双
対性（第 3 章）とルジャンドル変換（第 4 章）を解説
する．
数学的な原理としての「双対性」が理解されたとして

も，それを工学的な技術として利用できるかどうかは別
問題である．双対性の利用技術には分野によって大きな
開きがあるが，最適化と制御における状況を第5章と第
6章で紹介する．第 7章で，双対性による異分野間交流
の具体例を記述する．

2. 双対性の諸相

双対性を広義に捉えて，その性格を幾つか挙げてみよ
う．互いに排他的な分類ではなく，重点の置き方がいろ
いろあるという程度のつもりである．
［理論構造の対称性］平面射影幾何学の公理は

　・任意の二つの点は丁度一つの線の上にある
　・任意の二つの線は丁度一つの点で交わる
という形をしており，「点」と「線」の入れ換えに関し
て不変である．したがって，平面射影幾何学の定理にお
いて「点」と「線」を入れ換えたものも正しい定理であ
る．また，正しい論理式（恒等式）において論理和 ( )
と論理積 ( )を入れ換えたものは正しい論理式である．
例えば

x y z x y x z

x y z x y x z

はどちらも正しい式である．理論体系のもつこのような
対称性も双対性（あるいは双対原理）と呼ばれる．英語
にすれば，duality of a theoryとなる [5]．また，よく知
られている電気回路網における双対性 (Table 1)もこの
類の双対性である．
［実体と特性］数学における双対性の基本パターン

は，線形空間の双対空間の概念に見られる．線形空間V
の双対空間V とは，V の上の線形関数の全体がつくる
線形空間のことである（→第 3章）．

双対性の第一のパターンとして，V とは別に定義され
た線形空間W が，実はV の双対空間になっていること
（記号ではW V ）を主張する形の双対性がある．例え
ば，1 p ∞に対して p乗可積分な関数の全体を Lp

と表すとき，q p p 1 ならば Lq は Lp の双対空間
となる．多様体の単体分割から定められるホモロジー群
と微分形式から定められるド・ラーム・コホモロジー群
の間の双対性（ド・ラームの定理）もこの種の双対性で
あり，多様体の幾何学的形状と多様体上の関数の関係を
明らかにしている．
双対性の第二のパターンは，双対空間V の双対 V

が元の空間V と同型になる（ V V）という形の主
張である．双対性という観点からは，この方が重要であ
る．群論における双対定理（可換群に対して指標群を考
えるとき，指標群の指標群は元の群と同型というポン
トリァーギンの定理など [18, 19]）もこの種の双対性で
ある．
線形空間の双対空間の考え方は次のように拡大解釈で

きる [17, 18]．V の元 x1 x2 x3 を実体と見るとき，V
上の関数である V の元 f1 f2 f3 は実体の特性（長
さ，色，重さ， ）と見なすことができる．fi x j は，j
番目の実体の i番目の特性の値を表していると同時に，i
番目の特性の j番目の実体での値を表している．このよ
うに主客を反転してみると，特性V が実体であり，実
体 V がその特性であると思えてくる．このとき，任意
の実体 x V は特性の特性であるから，V V とい
うことになる．一般には，特性の特性のなかに実体 xで
表現できないものがあるかも知れないが，特性の特性が
実体で尽くされるときV V となる．このような実
体と特性の相互性をV V の形の双対性が表現して
いる．
集合の表現法には大別して二つある．実体を列挙する

「外延」と特性で記述する「内包」である．例えば，

外延: S 2 3 5 7 2 3 5 7

内包: S x xは 1桁の素数
x xは 1桁の数 x xは素数

である．この言葉を使って上の解釈を言い直すと「外延
と内包の双対性」ということになる．ルジャンドル変換
についてもこのような見方が可能である（→第 4章）．
［最大最小定理］最適化問題（最大化問題とする）に

対して双対問題と呼ばれる別の問題（最小化問題）が定
義され，両者の最適値が等しいという類の双対性がある．
線形計画法の双対定理やネットワークフロー理論におけ
る最大フロー最小カット定理がその典型例である．数学
的には凸関数のルジャンドル変換（第 4章）に帰着され
ることが多い．最適化における双対性については第5章
で扱う．
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最適化問題における
双対概念の意義
•主問題に有界な最適解が存在するとき，
双対問題にも有界な最適解が存在し，
それぞれの目的関数値は一致する．(強双対定理)

• 同一の行動を違った観点から説明できる．
• 主問題を解くよりも，双対問題を解き，
双対定理を用いて解を導いた方が簡単な場合がある．

• 効率的な計算アルゴリズムの開発に応用できる．
（e.g. 利用者均衡配分の効率的解法）

• 数値解の精度保証の検証に使うことができる．
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S(V, ✓) =max
P

X

j2J

⇢
PjVj �

1

✓
Pj (lnPj � 1)

�

s.t.
X

j2J
Pj = 1

ロジットモデルと双対性(1)
Miyagi (1986)，宮城・小川(1986)：
Logit Model が Entropy Modelを定義する際の数理最適化問題と同型の問題から導出
できることを示し，標準的消費者行動理論と整合する為の理論的基礎を与えている
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（maxの内側：直接効用関数）

（消費総量制約）

（需要関数） （間接効用関数）

Pj =
exp(✓Vj)P

j02J exp(✓Vj0)
, 8j 2 J S(V, ✓) =

1

✓
ln

8
<

:
X

j02J
exp(✓Vj0)

9
=

;

最適解

P : 需要(シェア)ベクトル，V : 確定効用ベクトル，0, 1,..., J: 選択肢 (0: 合成財)，q : スケール



X̃j = N
exp[✓(aj � pj)]PJ

j0=1 exp[✓(aj0 � pj0)]
, 8j 2 J

U⇤ = max
X

0

@X0 +
JX

j=1

ajXj �
1

✓

JX

j=1

Xj ln
Xj

N

1

A

s.t.

JX

j=1

Xj = N

Y =
JX

j=1

pjXj + p0X0

Anderson, de Palma, & Thisse (1988)，Verboven (1996)：
消費する財の「バラエティ」に対する選好をEntropy関数によって表現した
直接効用関数の最大化問題の解が，(Nested) Logit 型の需要関数になると共に，
間接効用関数がLogsum関数の形式になることを示した．

（消費総量制約）

（所得制約）

[Logit Representative Consumer Behavior]

Entropy term → Variety-seeking behaviour
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Shannon Entropy型直接効用関数

（需要関数）

（間接効用関数）

U⇤ =
Y

p0
+N✓ ln

0

@
JX

j=1

exp

✓
aj � pj/p0

✓

◆1

A

最適解

ロジットモデルと双対性(2)

X : 需要(量)ベクトル，𝑎% − 𝑝% : 根源消費効用−価格，0, 1,..., J: 選択肢 (0: 合成財) ，q : スケール



Shannon Entropy関数
12

コインを投げたときに表が出る確率 p
（＝裏が出る確率 1-p）

情報理論的解釈：
表と裏が出る確率がフィフティフィ
フティのときが，追加で得た情報の
価値が最も大きい

経済学的解釈：

どれか特定の財だけを消費するより
も，多様な財を少しずつ消費した方
が効用が大きい

H(p) = �
X

pi ln pi = �p ln p� (1� p) ln(1� p)
<latexit sha1_base64="SNZTRDQKnrfV3/9rtxtVVhQmIj0="></latexit>



ロジットモデルと双対性(3)
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Shannon
Entropy

Logsum

Choice
ProbabilitiesUtilities

偏微分

qd

G•(q) = max
�

�
q>� �G(�)

 

Logit (softmax) 変換

ルジャンドル変換 (凸共役)

q : 需要(シェア)ベクトル，d : 確定効用ベクトル，0, 1,..., J: 選択肢 (0: 合成財)

偏微分

Addi$ve Perturbed U$lity (APU) representa.on
（ゲーム理論では「摂動効用」とも呼ばれる）

[e.g. Fudenberg et al. 2015]

�G•(q) = �1

✓

X

j2J
qj ln qj

<latexit sha1_base64="4RmLgfY67rbfPDP9x0ZAl4n5FMA="></latexit>

G(�) ⌘ E
✓
max
j2J

uj

◆
=

1

✓
ln

0

@
X

j2J
e✓�j

1

A

<latexit sha1_base64="fyF2JsnRP2o/nNGMuTI292xmH3Q="></latexit>

P(J ) = (SF (q1), . . . , SF (qJ))

= argmax
q2�

X

j2J

⇢
�jqj �

1

✓
qj ln qj

�

<latexit sha1_base64="iIout0/+O/w+dXQfd+Ht/qhJy1A="></latexit>

qj(�) =
@G(�)

@�j
= SF (qj) ⌘

e✓�j
P

j02J e✓�j0
,

8j 2 J
<latexit sha1_base64="vxpXOby1To0aNT77Yzk22aJ+urY="></latexit>



ロジット〜エントロピー〜ランダム効⽤

• Miyagi, ADT, Verbovenらのアプローチ
• 消費者の直接効用関数をShannon Entropy型に特定
すれば，効用最大化問題の最適解として得られる
需要関数がLogit型，間接効用関数がLogsum型に
なるということを示したもの．
• 経済理論との整合性を求められる場面（交通ネット
ワーク均衡モデル，応用一般均衡モデル等）で主に活用

• 注：ランダム効用理論(総効用≡確定効用＋確率効用)に
基づくアプローチではない [定式化に 𝜀 は出てこない]

•次に，ランダム効用理論 (McFadeen 1974)との
関連性について考える．
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ランダム効⽤理論〜Logit Example
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Additive random utility 
model (ARUM) 〜 with 
Gumbel error term

Choice Probability (Demand)
〜 Logit model

Surplus (Indirect utility)
〜 Logsum

McFadden (1978)McFadden (1974)
Small & Rosen (1981)
→末尾に簡略証明記載

Williams (1977)
Daly & Zachary (1979) Ben-Akiva (1973)

q : 需要(シェア)ベクトル
d : 確定効用ベクトル
0, 1,..., J: 選択肢 (0: 合成財)
※簡略のため q = 1 とする

G(�) ⌘ E
✓
max
j2J

uj

◆
= ln

0

@
X

j2J
e�j

1

A
uj = �j + ✏j , 8j 2 J

<latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="bs8QlLljyYde7WbNFuyzJJm+ZMk="></latexit><latexit sha1_base64="X0Lgqid6AElzvSw0cWk/zp0rcoA="></latexit><latexit sha1_base64="X0Lgqid6AElzvSw0cWk/zp0rcoA="></latexit><latexit sha1_base64="tQ95+04wt/Ue7DZG0e4PzCzTwio="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit>

qj(�) =
e�j

PJ
j0=0 e

�j0
, 8j 2 J

<latexit sha1_base64="qs9T+4OfFQO6HHRrNdKtELE4A/o="></latexit><latexit sha1_base64="qs9T+4OfFQO6HHRrNdKtELE4A/o="></latexit><latexit sha1_base64="qs9T+4OfFQO6HHRrNdKtELE4A/o="></latexit><latexit sha1_base64="qs9T+4OfFQO6HHRrNdKtELE4A/o="></latexit>



ランダム効⽤理論〜General

• Additive Random Utility Model (ARUM)

• ランダム効用 (ARUM)：

• 余剰 (Surplus) 関数〜期待最大効用〜間接効用：

• 期待最大効用の1階偏微分は選択確率に等しい：
[Williams (1977) 〜 Daly & Zachary (1979) Theorem ]
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※WDZ Theoremは，(ロジットモデルに限らず)任意のARUMで成り立つ．

G(�) ⌘ E
✓
max
j2J

uj

◆

uj = �j + ✏j , 8j 2 J
<latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="bs8QlLljyYde7WbNFuyzJJm+ZMk="></latexit><latexit sha1_base64="X0Lgqid6AElzvSw0cWk/zp0rcoA="></latexit><latexit sha1_base64="X0Lgqid6AElzvSw0cWk/zp0rcoA="></latexit><latexit sha1_base64="tQ95+04wt/Ue7DZG0e4PzCzTwio="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit>

qj(�) =
@G(�)

@�j
, 8j 2 J

<latexit sha1_base64="mI68ZQDV6K6iIFQElungm21Gdqk="></latexit><latexit sha1_base64="mI68ZQDV6K6iIFQElungm21Gdqk="></latexit><latexit sha1_base64="mI68ZQDV6K6iIFQElungm21Gdqk="></latexit><latexit sha1_base64="mI68ZQDV6K6iIFQElungm21Gdqk="></latexit>



ARUM-Logit ModelとEntropy Model
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ARUM with Gumbel

Choice probability as
Multinomial Logit

Surplus as Logsum

Shannon Entropy

Representative Consumer (Purturbed Utility)

Shannon Entropyは
Logsumの凸共役
(Convex conjugate)

�G•(q) = �
X

j2J
qj ln qj

G(�) ⌘ E
✓
max
j2J

uj

◆
= ln

0

@
X

j2J
e�j

1

A
G•(q) = max

�

�
q>� �G(�)

 

Entropy 
Demands

max
q2�

8
<

:
X

j2J
�jqj +G•(q)

9
=

;

where � = {q 2 RJ+1
+ :

PJ
j=0 qj = 1}

uj = �j + ✏j , 8j 2 J
<latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="bs8QlLljyYde7WbNFuyzJJm+ZMk="></latexit><latexit sha1_base64="X0Lgqid6AElzvSw0cWk/zp0rcoA="></latexit><latexit sha1_base64="X0Lgqid6AElzvSw0cWk/zp0rcoA="></latexit><latexit sha1_base64="tQ95+04wt/Ue7DZG0e4PzCzTwio="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit><latexit sha1_base64="UzEMu57tIJVssCk3BaLQM8NF6MA="></latexit>

qj(�) =
@G(�)

@�j
=

e�j
P

j02J e�j0
,

8j 2 J
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⼀般化エントロピーモデル (GEM)

• GEM：単位シンプレックス ∆ 内の
需要ベクトルに関する
Perturbed Utility 最大化

• Generalized Entropy (GE)：“Generator” 関数 S を用いて定義

※Logitの場合， (Shannon Entropy)

• Generatorの逆関数 を用いると，

→このとき，財 j の市場シェアは，

• 余剰関数(期待最大効用)は，

19

max
q2�

8
<

:
X

j2J
�jqj +G•(q)

9
=

;

S(q) = q

H = S
�1

Pj(�) =
H

(j)(e�)
PJ

j0=0 H
(j0)(e�)

H
(j)(e�) =

@e
G•(�)

@�j

G(�) = ln

0

@
X

j2J
H

(j)(e�)

1

A

任意のARUMの選択確率は，あるGEMの需要関数として得ることができる

(Extended WDZ Theorem)

G•(q) ⌘ �
X

j2J
qj lnS

(j)(q)
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GEMのメリット(1)
1. 任意のARUMの選択確率は，あるGEMの需要関数として得る

ことができる（逆は必ずしも真ではない）．

2. GE (もしくは等価なGenerator)を設定することにより，
より柔軟な代替関係/補完関係を表現可能な「需要システム
(需要関数)」を導出することができる．特に，代替関係しか
表現できないARUMに対し，GEMでは財の補完関係を表すよう
な需要モデル (e.g. GNE) も記述することができる．

3. 離散型財のマーケットシェア需要モデルの代表的推定方法
である Berry, Levinsohn & Pakes (1995) 法を，操作変数で代替
し，簡略化・高精度化することができる(数値積分計算不要)．
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GEMのメリット(2)

4. 動的離散選択モデル (e.g. Rust 1987) の推定性能向上を
もたらすことができる．

• Chiong et al. (2016)
a. の劣微分として Choice-Specificな価値観数 を求める
問題を，Monge-Kantorovich 問題（最適輸送問題）に準えて導出し，
誤差分布を離散近似した上で線形計画問題として求解

b. 前ステップで得られた を用いて
における （即時効用）を算出
※ Foegerau et al. (2013) のベルマン方程式求解法と同じ行列計算

→ Hotz & Miller (1993) と同程度に高速ながらも，
精度の高いパラメータ推定を実現

5. 相対Entropy=相互情報量 という観点に立てば，情報獲得の影響を
考慮した不確実性下での離散選択モデルの理論的基礎を与えるこ
とができる．

• 合理的無反応 (Rational Inattention: RI) モデル
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まとめ
• ランダム効用理論 ≠ 摂動効用理論(エントロピー効用)

• 双対概念が重要となるのは，実は，摂動効用理論の方．
• しかし，両者は密接に関連する．

• 交通行動分析・交通ネットワーク分析への適用
[この辺りの詳細はver.3にて解説できるかもしれません]
• Recursive Logit 型モデルの効率的推定 (Chiong et al. 2016)
• 確率的な交通均衡配分における最適課金フレーム決定：
〜ネットワークの総効用をどう定義するか？
• Yang (1999): Shannon Entropy type Perturbated Utility -> Logit SUE
• 円山ら (2003): 階層型 Shannon Entropy type Perturbated Utility 

-> Nested-Logit SUE
• Fukuda et al. [未定稿]: Link-decomposed Shannon Entropy-like 

Perturbated Utility -> Markovian Traffic Equilibrium
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合理的無反応 (Rational Inattention)

• 人の情報処理能力には限界があり，情報処理に要する
コストの存在は，不確実性下での意思決定にも影響する

• Sims (2003)の「合理的無反応 (RI)」仮説: 
• 情報の蓄積によって生じるEntropyが閾値を超えたとき，
経済主体が情報獲得に動くという仮説（マクロ経済学分野で進展）

• 人々が合理的に不注意になる状況を選択する理論

• Matějka & McKay (2015):
• Mutual Shannon Entropyにより情報コストを定義したとき，不確実性下
での離散的選択行動が多項Logitモデル形式になることを証明

• Fosgerau, Melo, de Palma & Shum (2017):
• Generalized Entropyによる
情報コスト関数の拡張と，IIA特性の緩和

• Fosgerau & Jiang (2017):
• 旅行時間信頼性分析 (旅行時間変動下での
出発時刻選択分析) への適用
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RIに従う意思決定者の選択問題を変分問題として定式化：

離散選択ベクトル

利得(効用)ベクトル

ランダムなアクション
(標準基底ベクトル)

Information cost に Mutual Shannon Entropyを仮定すると
事前確率事前確率の期待値

s.t. pi(v) � 0 8i,
NX
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